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Vorwort

Sie fangen als frisch gebackener Informatiker in einer Firma fiir Sensornetztechnik an und
schon nach wenigen Tagen kommt Thre jung-dynamische Chefin an und ladt folgendes Pro-
blem auf Threm Schreibtisch ab: »Der Kunde hat uns gebeten, noch Bewegungssensoren fiir
das Gebdude zu einzuplanen, so dass jeder Quadratzentimeter Korridor von mindestens ei-
nem Sensor erfasst wird. Ich schicke dir gleich noch die Datei mit den Gebidudeplidnen. Ach
ja, es sollen natiirlich moglichst wenige Sensoren verbaut werden, die Dinger kosten ein
Heidengeld. Schaffst du das bis morgen?« Bevor Sie verneinen kdnnen, ist sie auch schon
wieder weg.

In dieser Veranstaltung werden Sie lernen, wie Sie ein solches Problem angehen konnen.
Algorithmendesign dreht sich genau darum, ein unbekanntes Problem »anzugehen«, um am
Ende einen Algorithmus (und zugehorige Datenstrukturen) zu dessen Losung zu bekom-
men. Die verschiedenen Arten, wie man ein Problem »angehen« kann, nennt man vornehmer
Entwurfsmethoden oder ganz genau Algorithmen-Entwurfsmethoden, um sie von den Me-
thoden der Softwaretechnik zum Entwurf von groen Softwaresystemen etwas abzugrenzen.
Das wohl bekanntestes Beispiel einer solchen Entwurfsmethode ist das Teile-und-Herrsche-
Prinzip, das Sie schon kennen (sollten), andere Beispiele sind Reduktionstechniken, Appro-
ximationsmethoden, Heuristiken, Randomisierung oder auch Fixed-Parameter-Methoden.
(Wenn Thnen diese Begriffe jetzt noch nichts sagen, dann ist das gut so, sonst kdnnten Sie
sich die Veranstaltung auch sparen.)

Mit dem Entwurf und sogar mit der Implementation eines neuen Algorithmus ist es aber
nicht getan: Die Analyse von Algorithmen ist (fast) genauso wichtig wie deren Entwick-
lung. Der Grund ist ganz einfach: Was niitzt mir der raffinierteste Algorithmus, wenn er
bei meinen Eingaben nicht zu meinen Lebzeiten fertig wird? Schlimmer noch: Selbst wenn
er bei meinen Eingaben in der Praxis schnell ist, was passiert, wenn er bei den Eingaben
des Kunden plétzlich versagt? Ein klassisches Beispiel ist das Programm Word von Micro-
soft: Es eignet sich hervorragend, einen Brief von zwei Seiten zu schreiben. Wer aber schon
einmal versucht hat, eine Arbeit von mehreren hundert Seiten damit zu bearbeiten, weif3,
dass bei Microsoft offenbar noch nie jemand so lange Texte geschrieben hat (oder Microsoft
benutzt selbst gar nicht Word, was einiges erkldren wiirde).

Das zentrale Ziel der Analyse ist es, das Verhalten von Algorithmen bei beliebigen (oder zu-
mindest bei sehr wahrscheinlichen) Eingaben vorherzusagen. Diesen Aspekt der Algorithmen-
Analyse werden wir in dieser Veranstaltung auch eingehend betrachten. Wieder kennen Sie
bereits Verfahren aus friiheren Veranstaltungen, beispielsweise die Ermittlung der O-Klasse
der Laufzeit eines Algorithmus. Und wieder werden Sie neue Verfahren kennen lernen, mit
denen sich leichter oder besser Aussagen iiber das Verhalten von Algorithmen und Daten-
strukturen machen lassen. Solche »Aussagen liber das Verhalten« nennen wir dann Klassi-
fikationen, das letzte Glied in der Kette Problem — Entwurf — Algorithmus/ Datenstruktur —
Analyse — Klassifikation.

Im Rahmen dieser Veranstaltung werden wie die Kette fiir immer neue Probleme immer
wieder neu durchlaufen. Wir werden exemplarisch Probleme der unterschiedlichsten Arten
betrachten: Probleme auf Zahlen, Probleme auf Texten, Problem auf Graphen, Probleme auf
geometrischen Objekten, Probleme, bei denen die Eingaben am Anfang gar nicht vollstindig
vorliegen, oder auch Probleme, bei denen manche Eingaben wahrscheinlicher sind als an-
dere. Der Fokus wird oft, aber nicht immer, auf der L6sung der Probleme liegen; manchmal
geht es eher darum, eine Entwurfs- oder Analysemethode genauer zu betrachten.

Jedes Kapitel dieses Skripts entspricht grob einer Vorlesungsdoppelstunde und mit jedem
Kapitel verfolge ich gewisse Ziele, welche Sie am Anfang des jeweiligen Kapitels genannt
finden. Neben diesen etwas kleinteiligen Zielen gibt es auch folgende zentralen »offiziellen«
Veranstaltungsziele, wie sie auch im Modulhandbuch zu finden sind:



1. Vertrautheit mit algorithmischen Entwurfsprinzipien.
2. Neue komplexe Algorithmen durch Anwendung dieser Prinzipien entwickeln konnen.
3. Erfahrung beim algorithmischen Problemldsen.

Das Wortchen »konnen« taucht bei den Veranstaltungszielen mehrfach auf. Um etwas wirk-
lich zu koénnen, reicht es nicht, davon gehdrt zu haben oder davon gelesen zu haben. Man
muss es auch wirklich gefan haben: Sie konnen sich tausend Pokerspiele im Fernsehen an-
schauen, sie sind deshalb noch nicht mit Poker reich werden; sie konnen tausend Stunden
World of Warcraft spielen, sie werden deshalb trotzdem keine Feuerkugeln auf Thren Pro-
fessor geschleudert bekommen.

Deshalb steht bei dieser Veranstaltung der Ubungsbetrieb mindestens gleichberechtigt ne-
ben der Vorlesung. Der Ablauf ist dabei folgender: In der Vorlesung werde ich Thnen die
Thematik vorstellen und Sie konnen schon mit dem Uben im Rahmen kleiner Miniiibungen
wiihrend der Vorlesung beginnen. Alle zwei Wochen gibt es ein Ubungsblatt, das inhaltlich
zu den Vorlesung gehort. Sie miissen sich die Ubungsblitter aber nicht »alleine erkzimpfen«.
Vielmehr gibt es Tutorien, in denen Sie Aufgaben iiben werden, die »so dhnlich« wie die
Aufgaben auf den Ubungsblittern sind. Sie werden feststellen, dass die als »leicht« und in
der Regel auch die als »mittel« eingestuften Aufgaben mit der Vorbereitung im Tutorium in
der Tat mit vertretbarem Aufwand schaftbar sind. Ist eine Aufgabe »schwer, so ist es kein
Ungliick, wenn Sie diese nicht schaffen — probieren sollten Sie es aber trotzdem.

Ich wiinsche Thnen viel Spall mit dieser Veranstaltung.

Till Tantau
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Offline-Probleme 1: Zahlen

Teil |

Offline-Probleme 1: Zahlen

Womit lieBe sich trefflicher eine Veranstaltung iiber Algorithmen beginnen als mit der vor-
nehmsten Aufgabe eines jeden Computers, dem Rechnen? Auch wenn man es heute kaum
noch glauben mag: Computer sind urspriinglich nicht dafiir entworfen worden, unser Leben
in Timelines zu dokumentieren, sondern ganz banal fiir das Rechnen — wie ja der Name
»Computer« auch schon nahelegt.

Die Welt der Zahl-Probleme ist vielfiltig und reich, wir werden nur einen sehr kleinen Aus-
schnitt betrachten konnen. Beginnen mochte ich mit der Multiplikation, allerdings nicht nur
der von einfachen Zahlen, sondern auch gleich von ganzen Matrizen. Man sollte meinen,
dass dieses Problem wie man so schon sagt »wohl untersucht« sein sollte, jedoch ist es vol-
lig offen, wie schnell man zwei Matrizen nun wirklich multiplizieren kann; es gibt also selbst
bei den scheinbar einfachen Problemen noch viel zu tun fiir angehende Algorithmendesigne-
rinnen und -designer. Wir werden uns dann auch an nachweisbar schwere Probleme machen
wie das Subset-Sum-Problem und diese mit Hilfe von dynamischen Tabellen angehen.

In diesem, wie in allen folgenden Teilen, stehen die eigentlichen Rechen-Probleme nicht im-
mer im Vordergrund. Vielmehr geht es um den Prozess, wie man von einer Problemstellung,
und sei es so eine »einfache« wie die Multiplikation von zwei Zahlen, zu einem korrekten,
effizienten Algorithmus kommt.
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Kapitel 1

1 Entwurfsmethode: Teile-und-Herrsche

Entwurfsmethode: Teile-und-Herrsche

»Gaussian Elimination is not Optimal«

Lernziele dieses Kapitels
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Wissenschaft ist immer dann am spannendsten, wenn scheinbar offensichtliche Wahrheiten
iiber den Haufen gestoen werden. Eine solche offensichtliche Wahrheit war, dass man zwei
Matrizen, jede der GroB3e n X n, nicht schneller als in Zeit 0(n3) multiplizieren konne. In der
Tat: Die Produktmatrix besteht hat n” viele Eintriige und jeder dieser Eintriige ist die Summe
von n Produkten von je zwei Zahlen in den Eingabematrizen. Es ist schwer vorstellbar, wie
man schneller als in Zeit n3 gerade n*> Mal eine Summer von je n Zahlen bestimmen soll.

Es war deshalb ein ziemlicher Paukenschlag, als Volker Strassen 1968 ein dreiseitiges Papier
bei der Zeitschrift Numerische Mathematik einreichte mit dem schlichten Titel »Gaussian
Elimination is not Optimal«, in dem gezeigt wird, wie man zwei Matrizen schneller als
in Zeit n3 multipliziert. Die entscheidende Idee dabei ist, einen Teile-und-Herrsche-Ansatz
zu verfolgen, wobei man sich allerdings recht geschickt anstellen muss; einfach drauf-los-
teilen-und-herrschen fiihrt nicht zum Ziel.

Es ist nicht sonderlich schwierig einzusehen, dass Strassens Algorithmus korrekt arbeitet.
Schwieriger ist es hingegen, seine Laufzeit zu analysieren: Der Algorithmus schafft es, in
jeder Rekursion nur sieben statt acht rekursive Aufrufe zu machen — was heifit das nun aber
fiir die Laufzeit? Da solche Fragen hiufiger auftauchen, werden wir uns mit Hilfe des so ge-
nannten Master-Theorems ein Werkzeug zurechtlegen, mit dem sie leicht beantwortet wer-
den konnen.

Seit Strassens Beitrag ist die Laufzeit fiir Algorithmen zur Matrixmultiplikation immer wei-
ter verbessert worden, weshalb mittlerweile die Vermutung kursiert, dass man Matrizen so-
gar in Zeit O(n?) multiplizieren kann; zeigen konnte dies allerdings noch niemand.



Entwurfsmethode: Teile-und-Herrsche

1.2 Was ist Algorithmendesign?

1.1 Was ist Algorithmendesign?

Zur Einstimmung: ein Zahlproblem aus Theorie und Praxis
Das Primzahlproblem

Eingabe Eine ganze Zahl in Binirdarstellung mit n Bits.

Frage Ist die Zahl prim? (Hat sie genau zwei Teiler?)

Dieses Problem ist uralt, es wird bereits bei Euklid behandelt.

Papyrus von Euklid

Seine Losung wird in gidngigen Public-Key-Kryptosystemen eingesetzt.

T
BUMDESREFUBLICDEUTSCHLAND 122000129
PERSONALAUSWEIS ame/ Sumame/Nom ( sy
IGENTITY CARD CARTE DIBENTITE MUSTERMANN

|| CEB. GABVER

Vomamen/Given names/Prénoms.

ERIKA

S e ,.
12.08.1964 BEBTSCH T ‘
Geburtsort/Plac V. issal S \

aui of expiny/ ”
31.10.2020 938568

0| Unterschrift der Inhaberin/des Inhabers - =
| Slgnature of bearer - Signature de fa titulairo/du titulaire

Offizielles Werk des Bundes.

@ Zur Diskussion
Wie wiirden Sie das Problem 16sen? Wie schnell wire Thre Losung bei Eingaben mit 1024
Bit? Ist das in der Praxis schnell genug?

Zum Vergleich: Der Miller-Rabin-Test beantwortet die Frage innerhalb weniger Millisekun-
den.

Worum geht es beim Algorithmendesign?
Algorithmendesign bietet Methoden, um Probleme systematisch zu 16sen:

1. Ausgangspunkt ist eine Problemstellung.
Beispiel: Primzahltest
Heute: Multiplikation von Zahlen und Matrizen.
2. Auf diese wendet man eine Entwurfsmethode an.
Beispiel: Randomisierung
Heute: Teile-und-Herrsche
3. Im Ergebnis erhilt man Algorithmen und Datenstrukturen.
Beispiel: Miller-Rabin-Test
Heute: Karatsuba- und Strassen-Algorithmen
4. Die »Qualitidt« der Losung bestimmt man mittels Analysemethoden.
Beispiel: Average-Case-Analyse
Heute: Rekursionsgleichungen und Master-Theorem
5. Im Ergebnis erhilt man eine Klassifikation.
Beispiel: Erwartete polynomielle Laufzeit
Heute: O-Klassen
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1.2 Wiederholung: O-Klassen, Q-Klassen und ®-Klassen

1.2 Wiederholung: O-Klassen, Q-Klassen und ®-Klassen

Wiederholung: Wie kann man die Rechenzeit von Algorithmen vergleichen?
Sollte man lieber Insertion-Sort oder Merge-Sort benutzen? Laufzeitmessungen ergeben fol-
gende Werte:

n zufillige Zahlen Insertion-Sort Merge-Sort
n=3 0,056us 0,183us
n=10 0,360us 1,080us
n = 1000 1.250us 190us
n=100.000 12.122.000us 35.000us
Moral

1. Ein guter Algorithmus schlégt einen schlechten Algorithmus, selbst wenn der gute Al-
gorithmus schlecht implementiert wird und der schlechte gut implementiert wird.
2. Die Terme n und logn in Laufzeiten sind in der Regel wichtiger

— als die verwendete Hardware,
— als das Geschick der Programmierer.

O-Klassen = hochstens.

Definition: GroB-O-Klasse
Seig: N— Rg eine Funktion. Dann ist die O-Klasse O(g) die Menge aller Funktionen
fiN— R, fiir die

— es eine Konstante ¢ gibt und
— es eine Konstante ng gibt, so dass
— fiir alle n > no gilt f(n) < c-g(n).

Merke
»f € O(g)« bedeutet, dass fiir gentigend grofSe n und einen geniigend grofSen Faktor ¢ gilt,
dass ¢ g(n) immer groBer als f(n) ist.

Veranschaulichung von f € O(g)

,8(n), c-g(n)
muss in
diesem Bereich
~ liegen

Beispiele zu O-Klassen.

Beispiel
Sei f(n) =3+ 17n? und g(n) = n*>. Dannist f € O(g).
(Wihle ¢ = 1000 und no = 1000. Dann ist sicherlich 3 4 17n2 < cn?.)

Beispiel
Sei g(n) = 1 fiir alle n. Dann enthélt die Klasse O(g) alle beschrinkten Funktionen.
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Beispiel
Sei f(n) = n? und g(n) = n. Dann ist f ¢ O(g).

Beispiel
Sei f(n) = log,(n*) und g(n) = log, n. Dann ist f € O(g).
(Es gilt log, (n*) = 2log, n.)

Zur Schreibweise von O-Klassen.

— Man schreibt einfach »O(n?)« fiir »O(g), wobei g die Funktion g(n) = n? ist«.

— Man schreibt auch » f(n) = O(n?)« statt » f € O(n?)«.

— Man schreibt auch Dinge wie »2°") « und meint damit eigentlich »Eine Funktion, die
fiir hinreichend grofle n und eine hinreichend grof3e Konstante ¢ durch 2¢” nach oben
beschrinkt ist.«

— Das ist mathematisch alles Quatsch — aber das stort niemanden.

O-Klassen = hochstens. Q-Klassen = mindestens. ®-Klassen = genau.

— Eine O-Klasse enthilt alle Funktionen, die hdchstens soundso schnell wachsen.
— Eine Q-Klasse enthélt alle Funktionen, die mindestens soundso schnell wachsen.
— Eine ©-Klasse enthilt alle Funktionen, die genau soundso schnell wachsen.

Definition: Gro3-Omega-Klassen
Es gilt f € Q(g) genau dann, wenn g € O(f).

Definition: Theta-Klassen
0(g) = 0(g) NQ(g).

Beispiel: Maximumsbestimmung

Ein Programm soll das Maximum einer Liste von Zahlen bestimmen. Dann muss es je-
de Zahl mindestens einmal untersuchen (sonst konnte man ndmlich eine Eingabe bauen,
bei der das Programm eine falsche Ausgabe macht). Der Aufwand des Programms ist also
mindestens linear, das heiBt Q(n). Da er andererseits auch hochstens linear ist, liegt der
Zeitaufwand sogar in O(n).

Beispiel: Sortieren

Ein Programm soll eine Liste von Objekten sortieren. Man kann zeigen, dass man hierzu
mindestens nlog, % Vergleiche bendtigt. Der Aufwand eines solchen Programms ist also
Q(nlogn).

2 Zur Ubung

Geben Sie fiir folgende f und g an, ob f € O(g), ob f € Q(g) und ob f € O(g) gelten:
f(n)=+/nundg(n) =n.

£(n) = 00001 4

. f(n) und g(n) =n".
. f(n) =n’ und g(n) = n*(logn)’.
. f(n) =log,nund g(n) = 1.

. f(n) =logzn und g(n) = log, n.
f(n)=2"und g(n) = 3"

Fiir noch mehr Klassen und eine ausfiihrlichere Einfiihrung siehe das Kapitel zur O-Notation
im Skript zur Theoretischen Informatik 2009.

o s w N =

1-10

1-11

1-12
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1.3 Die Schritte des Algorithmendesigns
1.3.1 Die Probleme: Multiplikation

1-13 Zwei scheinbar einfache Problemstellungen.
Das Multiplikationsproblem

Eingabe Zwei Zahlen x und y in Binérdarstellung mit je n Bits.

Ausgabe Die Bindrdarstellung des Produkts xy.

Das Multiplikationsproblem fiir Matrizen

Eingabe Zwei n x n Matrizen X und Y mit Zahleintridgen (sinnvoll kodiert).
Ausgabe Das Matrix-Produkt XY (sinnvoll kodiert).

BekanntermaBien gilt: Mittels der Schulmethode zur schriftlichen Multiplikation kann man
zwei n-Bit-Zahlen in @ (n?) Zeitschritten multiplizieren. Mittels der Schulmethode zur Ma-
trixmultiplikation kann man zwei n x n Matrizen mit ®(n*) Zahl-Multiplikationen multipli-
zieren.

1.3.2 Die Entwurfsmethode: Teilen-und-Herrschen

1-14 Die Grundidee des Teile-und-Herrschen-Ansatz.
Eingabe der Lénge n ) Aufteilen in

a Teile in
Zeit f(n)

( Lénge n/b ) ( Lénge n/b ) ( Linge n/b )

| | | Rekursion
\

¥ ¥

(Teillssung)
(Losung)

1. Aus der Eingabe der Linge n werden kleinere Eingaben jeweils der Linge n/b errech-
net. Merke: »b wie Bruchteil«.

2. Die Anzahl a der kleineren Eingaben ist oft gleich b, aber nicht immer. Merke: »a wie
Anzahl neuer Probleme«.

Zusammensetzen
in Zeit g(n)

1-15 @ Zur Ubung
Wie lautet die Anzahl a der Teile, die Bruchzahl b, die Laufzeitschranke f(n) fiir das Auf-
teilen und g(n) fiir das Zusammensetzen fiir folgende Algorithmen:

1. Merge-Sort,
2. Quick-Sort,
3. Bindre Suche?
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1.3.3 Die Algorithmen: Karatsuba und Strassen

Multiplikation per Teilen-und-Herrschen.
Erster Versuch.

Wir wollen zwei n-Bit-Zahlen x und y multiplizieren. Wendet man den Teilen-und-Herrschen-
Ansatz an, so liegt es nahe, jede Zahl in zwei Teile zu spalten. Schreiben wir also x als

x=a-2"?+bund y=c- 2n/2 +d, wobei a, b, ¢ und d jeweils n/2 Bits haben. Das Produkt

xy ist dann gleich ac - 2" + (ad + bc)2"/? + bd. Statt x und y zu multiplizieren, konnen wir

also die vier Produkte ac, ad, bc und bd berechnen.

T D

Ca D
CeD

DD &D,

Wie schnell ist der Algorithmus, der entsteht, wenn man wie oben angedeutet die vier Pro-
dukte ihrerseits jeweils rekursiv berechnet?

Multiplikation per Teilen-und-Herrschen.
Karatsubas Algorithmus.

Eine geniale Beoachtung
ad+bc=(a+b)(c+d)—ac—bd.

1 function Karatsuba(x,y)

2 n< Anzahl Bitsvon x undy  //n muss eine Zweierpotenz sein
3 ifn=1then

4 return x -y

5 else

6 a < ersten n/2 Bits von x

7 b + letzten n/2 Bits von x

8 ¢ + ersten n/2 Bits von 'y

9 d + letzten n/2 Bits von y

ac <+ Karatsuba(a,c)

bd + Karatsuba(b,d)

7 + Karatsuba(a+b,c+d) — ac —bd
return ac-2" +z-2"2 + bd

Dieser Algorithmus kann zwei n-Bit-Zahlen mit drei rekursiven Aufrufen fiir 5-Bit-Zahlen

berechnen.

Matrix-Multiplikation per Teilen-und-Herrschen.
Erster Versuch.

Wir wollen nun zwei n x n Matrizen X und Y per Teilen-und-Herrschen multiplizieren. Es

liegt nahe, diese Matrizen in je vier Teile aufzuspalten:
A B
(e n)
E F
v = ( £ H) |

Dann gilt:

xy_ (A B\ (E F\_(AE+BG AF+BH
~\c p)\G H) \CE+DG CF+DH

)

1-18
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Wir kénnen so die Multiplikation von zwei n x n Matrizen auf die Multiplikation von acht
5 X 5 Matrizen rekursiv reduzieren.

Professor Howard und sein Daemon.
Kiirzlich unterhielt sich Professor Howard vom Institute for Theoretical Computational De-
monology (ITcp) mit seinem Daemon:

Howard

Daemon

Howard

Daemon
Howard
Daemon

Howard

Daemon

Howard

Ich habe etwas iiber diesen Teile-und-Herrschen-Ansatz fiir das Matrizenpro-
blem nachgedacht.

Ja, Meister. Und?

Wir miissen doch vier Zahlen berechnen: AE + BG, AF + BH, CE + DG und
CF +DH.

Ja, Meister. Ihr seid weise, Meister.
Ich frage mich nun, ob das auch mit nur sieben Multiplikationen geht.
Oh, Meister? Da sind acht Produkte zu berechnen.

Ja, schon. Aber Karatsuba hat es auch geschafft, drei Zahlen, die vier Produkte
enthalten, mit nur drei Multiplikationen zu berechnen.

Dem hat bestimmt sein Daemon geholfen, Meister.

Gute Idee! Bei den Michten der Informatik, beschwore ich dich, mir eine Losung
fiir dieses Problem zu finden!

Die Michte der Informatik ergreifen vom Daemon Besitz. Rauch steigt auf.

Daemon

P =(A+D)(E+H),

P, =(C+D)E,
Py =A(F +H),
P, =D(G—E),
Ps=(A+B)H,

By=(C—A)E+F)
Py = (B—D)(G+H),
AE+BG=P +P,—Ps+ P,
AF +BH = P3 + Ps,
CE+DG =P, + Py,
CF+DH=P —P+P+F.

Howard So ein Daemon ist schon praktisch. ..

Matrix-Multiplikation per Teilen-und-Herrschen.
Strassens Algorithmus.

Junction Strassen(X,Y)
// X und Y sind n X n Matrizen, n ist eine Zweierpotenz

if n=1then
return X -Y
else

A bis D < die vier Quadranten von X
E bis F < die vier Quadranten von Y
Py «+ Strassen(A+D,E+H)

... // Gemdifs den Angaben des Daemons
P; < Strassen(B—D,G+ H)

Py +Py—Ps+P P3+Ps
"et‘”’”( Py+Py  Pi—Py+Py+P

Dieser Algorithmus kann zwei n X n Matrizen mit sieben rekursiven Aufrufen berechnen.
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1.3.4 Die Analysemethode: Das Master-Theorem

Rekursionsgleichungen: Das Analyse-Werkzeug bei Teilen-und-Herrschen 1-21
Schritte beim Teilen-und-Herrschen bei Eingaben der Linge n:

1. Bilde in Zeit f(n) irgendwie a neue Eingaben der GroBe n/b.
2. Wende den Algorithmus auf jede dieser a Teileingaben rekursiv an.
3. Setze in Zeit g(n) die Ergebnisse irgendwie zusammen.

Ist T(n) die Laufzeit des Algorithmus bei Eingaben der Linge n, so ergibt sich folgende
Rekursionsgleichung fiir die Laufzeit:

T(n)=f(n)4+a-T(n/b)+g(n).

Bemerkungen: Ist n so klein, dass keine Rekursion mehr stattfindet, so gilt die Formel
natiirlich nicht mehr, sondern 7'(n) = O(1). Das Problem, dass n nicht durch b glatt teilbar
ist, kann man ignorieren.
Ein Satz, mit dem sich Rekursionsgleichungen bequem I&sen lassen. 122

Satz: Master-Theorem
Die Funktion T : R — R geniige folgender Rekursion:

T(n)= a-T(n/b) +©(n'log’n)
~— [ —
Herrschen-Aufwand  Teilen-Aufwand

mita>1,b>1undt > 0 sowie, fallst =0, auch d > 0.
Wir nennen t den Teilungsexponenten und h = log, a den Herrschaftsexponenten. Dann gilt:

1. Teilungsexponent grofer: Teilen-Aufwand iiberwiegt
Falls h < 1, so gilt T (n) = ©(n' log” n).

2. Exponenten gleich: Logarithmischer Anstieg
Falls h =1, so gilt T (n) = ©(n' log" ' n).

3. Herrschaftsexponent grofier: Herrschen-Aufwand iiberwiegt
Falls h > t, so gilt T (n) = ©(n").

Beachte: /1 = 1 gilt genau dann, wenn a/b' 1.
< <

Beweis des Master-Theorems 1-23
Ein allgemeines Lemma

Lemma
Sei T(n) = a-T(n/b)+ O (n'log? n). Dann gilt

log;, n

T(n)=n"T(1)+ Z @)((%)intlogd ﬁ)
i=0

Beweis. Wir setzen einfach immer wieder die Rekursionsformel an:

T(n) = aT (n/b) +©(n' log n)
= dT (n/b*) +O(an' /b' log? n/b) +O(n' log n)
=a>T(n/b*) +O(a’n' /b log? n/b?)
+0(an' /b 1og? n/b) +O(n' log? n)

log;, n

— log,n T(1)+ Z @( i t/btil d /bl) ]
a a'n og“n/b').
i=0

=nh
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Beweis des Master-Theorems
Der Fall eines gro3en Teilungsexponenten.

Lemma
Falls h < 1, so gilt T(n) = ©(n' log" n).
Beweis. Es galt T(n) =n"T(1)+ Z;‘fg"@((%)in’ log? %)

1. Wegen h < ¢ wird der Term n"T (1) von n’ log? n fiir i = 0 »aufgefressenc.
2. Wegen h < t gilt weiter x := a/b’ < 1 und somit
log;, n ) log, n
Z @((%)lnt log? ﬁ) < Z x'O(n' log? n)
i=0 i=0
= O(n'log" n) Ziigo” "X

<oo

Beweis des Master-Theorems
Der Fall gleicher Exponenten.

Lemma
Falls h =1, so gilt T(n) = O(n'log? ! n).
Beweis. Es galt T(n) =n"T(1)+ Ziigob" @((ﬁ)in‘ log? ﬁ)

Der Term n"T (1) wird immer noch von r’ log? n fiir i = 0 »aufgefressen«.
Wegen h =t gilt a/b" = 1 und somit ldsst sich T'(n) schreiben als

log;, n log, n
3" o ogh ) ~00) - o
i=0 i=0
log, n
=0(n') Z (log, n — ilog, b)*.
i=0

Setzt man x = logy, n, so ist die letzte Summe

— gerade die Summe der ersten x Zahlen (fiir d = 1),
— der ersten x Quadratzahlen (fiir d = 2),
— der ersten x Kubikzahlen (fiir d = 3) und so weiter.

Hierfiir gilt nach der Formel von Faulhaber, dass diese Summe in ®(x4*!) liegt.

Beweis des Master-Theorems
Der Fall eines grof3en Herrschaftsexponenten.

Lemma
Falls h > t, so gilt T (n) = ©(n").

Beweis. Es galt T(n) = n"T (1) + Z;‘fg"@((%)int log! ﬁ)

Mit y = a/b' lésst sich die Summe umschreiben zu

log;, n logy, n
() S yi(logyn—i)! = O(yo=m) 3 -8 log,n — )¢
i=0 i=0

Setzt man k = log, n, so kann man die Summe schreiben als Zf:o iy, was wegen y > 1

konvergiert, also beschrinkt ist. Nun gilt

ntylogbn — ntalogbn/btlogbn — ntnlogb a/nt _ nh.
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1.3.5 Die Klassifikation

Teilen-und-Herrschen + Master-Theorem = Klassifikation. 1-27
Satz
Der Karatsuba-Algorithmus liuft in Zeit ©(n'°%3),

Beweis. Die Laufzeit geniigt der Rekursionsformel T'(n) = 3T (n/2) 4 O(n). Der Herrschafts-
exponent ist somit 4 = log, 3 und der Teilungsexponent ist # = 1. Nach dem Fall »groBerer

Herrschaftsexponent« des Master-Theorems folgt die Behauptung. 0
Satz

Der Strassen-Algorithmus benotigt ©(n'°%2 ") Zahl-Multiplikationen zur Multiplikation zwei-
er Matrizen.

Beweis. Die Anzahl der Zahl-Multiplikationen geniigt der Formel T (n) = 7T (n/2) 4+ O(n?).
Der Herrschaftsexponent ist somit & = log, 7 und der Teilungsexponent ist # = 2. Nach dem
Fall »grofierer Herrschaftsexponent« des Master-Theorems folgt die Behauptung. 0

Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Multiplikation von Zahlen 1-28
Multiplikation von Matrizen

Entwurfsmethode Teile-und-Herrsche

1

e
&

Karatsuba-Algorithmus
Strassen-Algorithmus

Analysemethode Master-Theorem

I

Klassifikation Laufzeit O(n'°223)
Laufzeit O(n'°227)

Das Klassifikationswerkzeug »O-Klassen«
Sind f und g Funktionen, so entspricht bis auf Faktoren und kleine Werte grob:

feo(g) ~ f<g,
fe06(g) ~ f=g
feQg) ~ f>e

Die wichtigsten O-Klassen und ihre Inklusionsbeziehungen:

logn) C O(v/n)

n) C O(nlogn) C O(nlog®n)

n?) ¢ O(n)
coE"

2" (3.

o(1) ¢ o
(
(
(

NN 4NN
S S © ©
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» Das Entwurfsprinzip »Teilen-und-Herrschen«

( Eingabe der Linge n ) Aufteilen in
a Teile in
Zeit f(n)
( Linge n/b ) ( Linge n/b ) ( Linge n/b )
| | | Rekursion
\4 \4 \4

Zusammensetzen
in Zeit g(n)

(Losung)

Dies fiihrt zur Rekursionsformel T'(n) = f(n) +aT (n/b) + g(n).

» Das Analysewerkzeug »Master-Theorem«
Sei

T(n)= a-T(n/b) +0O(n'log’n).
——— —_————
Herrschen-Aufwand  Teilen-Aufwand

und h = log;, a der Herrschaftsexponenten. Dann gilt:

1. Teilungsexponent grofier: Teilen-Aufwand tiberwiegt
Falls /2 < t, so gilt T'(n) = @(n' log? n).

2. Exponenten gleich: Logarithmischer Anstieg
Falls h =1, so gilt T(n) = ©(n' log? ' n).

3. Herrschaftsexponent grofler: Herrschen-Aufwand iiberwiegt
Falls /> t, so gilt T (n) = O(n").

» Die Algorithmen

1. Der Karatsuba-Algorithmus multipliziert Zahlen in Zeit ®(n'°%23).
2. Der Strassen-Algorithmus multipliziert Matrizen in Zeit @ (n'°%27).

Zum Weiterlesen

[1] Martin Fiirer. Faster Integer Multiplication, Proceedings of the 39th Annual Symposi-
um on Theory of Computing, acm, 57-66, 2007.

Uber das Problem, zwei Zahlen zu multiplizieren, kann man auch heute noch auf einer der wich-
tigsten Konferenzen der Informatik Artikel vorstellen (Theoretiker sind immer sehr gliicklich,
wenn sie bei sToc oder Focs einen Artikel akzeptiert bekommen). In diesem Artikel stellt Fiirer
den derzeit schnellsten Algorithmus zur Multiplikation von Zahlen vor.

[2] Volker Strassen. Gaussian Elimination is not Optimal, Numerische Mathematik, 13:
354-356, 1969.

Dieser Artikel hat eine Linge von ganzen drei Seiten; in der Kiirze liegt die Wiirze. Bis heute
ritseln Forscher, wie Strassen auf die in dem Artikel angegebenen Gleichungen gekommen ist,
sie sind dort — anders als in diesem Kapitel — ohne motivierendes Gedons einfach angegeben.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 1.1 Schnelle Polynommultiplikation, schwer

Ein Polynom vom Grad n kann man durch n+ 1 Koeffizienten (Zahlen) beschreiben: Beispielsweise ist
das Polynom p(x) = x> —2 vom Grad 2 und wenn man es als p(x) = 1-x> +0-x' + (—2) - x” schreibt,
so sieht man, dass das Polynom durch die Koeffizientenfolge (1,0, —2) eindeutig beschrieben ist.

Geben Sie einen Algorithmus mit an, der die Koeffizienten von zwei Polynomen p und g jeweils vom
Grad n als Eingabe erhélt und der die Koeflizienten ihres Produkts pg berechnet (das Produkt » von
zwei Polynomen p und ¢ ist auf die nahe liegende Art definiert durch die Vorschrift r(x) = p(x) - g(x)).
Thr Algorithmus darf zur Berechnung des Produkts maximal O(nlogz 3 ) Multiplikationen von Zahlen
durchfiihren.

Erldutern Sie Thren Algorithmus kurz und fiihren Sie eine Analyse der Laufzeit durch.
Tipp: Schreiben Sie ein Polynom p(x) als p; (x)x”/ 2+ po(x), wobei beide p; den Grad n/2 haben.

Ubung 1.2 Transitivitit der O-Relation beweisen, leicht

Wenden Sie die Definition der O-Relation aus der Vorlesung an, um zu zeigen, dass fiir alle Funktionen
f,8,h: N— Nmit f € O(g) und g € O(h) auch f € O(h) gilt. Was folgt hieraus fiir die Q- und ©-
Relationen?

Ubung 1.3 Probleme und Algorithmen fiir typische Wachstumsklassen finden, leicht

Finden Sie zu jeder der folgenden typischen Wachstumsklassen ein Problem, welches sich durch ei-
nen Algorithmus 16sen lisst, dessen Laufzeit oder Platzbedarf durch eine Funktion aus der Klasse
beschrénkt ist:

0(1) € O(logn) € O(v/n) € O(n) € O(nlogn) ¢ O(n*) C O(n) C 0(2") € O(n) S O(n").

Die Probleme und Algorithmen sollten dabei leicht verstindlich und kurz erkldrbar oder aus dem
Studium schon bekannt sein. Geben Sie fiir jedes Problem an, wofiir n steht.

Ubung 1.4  Algorithmus von Karatsuba anwenden, leicht
Wenden Sie den Algorithmus von Karatsuba an, um das Produkt 7421 - 1211 zu berechnen.

Ubung 1.5 Master-Theorem zur Analyse von Algorithmen verwenden, leicht

In diesem Kapitel wurden die Laufzeiten der Algorithmen Merge-Sort, Quick-Sort und Binire Suche
durch Rekursionsgleichungen abgeschiitzt.

Auf welche Gleichungen lisst sich das Master-Theorem anwenden? Ermitteln Sie fiir Algorithmen,
auf die sich das Theorem anwenden lédsst, eine asymptotische Abschitzung der Laufzeit.

Ubung 1.6 Master-Theorem anwenden, leicht

Verwenden Sie das Master-Theorem, um das Wachstum der Funktion 7T'(n) = 27 (n/4) + g;i(n) fiir
folgende g;: N — Nabzuschitzen: g; (n) =1, g2(n) =logn, g3(n) =+/n, g4(n) =+/n-logn, gs(n) =n
und gg(n) = n’.
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Wire Hamlet Informatik-Student gewesen und nicht ein wankelmiitiger von Geistern geleite-
ter dénischer Prinz, so hitte er wohl seinen beriihmtesten Monolog eingeleitet mit den Wor-
ten »To recurse or not to recurse, that is the question.« Wire das Gretchen eine Informatik-
Studentin gewesen, so hitte sie ihren an der Wissenschaft im Allgemeinen zweifelnden und
sich deshalb der Esoterik hingebenden Lover Faust wohl gefragt »Nun sag, wie hast du’s mit
der Rekursion? Du bist ein herzlich guter Mann, allein ich glaub, du hiltst nicht viel davon.«

Um kaum eine Frage wird und wurde in der Informatik so gerungen wie um die Frage: Lie-
ber rekursiv oder iterativ? Die Beantwortung dieser Frage durch Informatikprofessorinnen
und -professoren (die es ja eigentlich wissen sollten) @ndert sich alle paar Jahre: Als die In-
formatik noch jung und knackig war, war Speicherplatz kostbar und Call-Stacks hatten Platz
fiir vielleicht sechzehn Eintrige. Folglich fiihrten Rekursionen schnell zu »Stack-Overflows«
und die Lehrbiicher fiillten sich mit Verfahren, wie man Rekursion durch Iterationen erset-
zen kann. Als dann mit der funktionalen Programmierung die reine Lehre mehr en vogue
kam und die Sprachen Call-Stacks mit Tausenden oder gar Millionen Eintrdgen zuliefen,
waren rekursive Ansétze plotzlich sehr schick. Man konnte in funktionalen Sprachen iiber-
haupt nicht mehr iterative Programmieren — und die Lehrbiicher fiillten sich mit Verfahren,
wie man For-Schleifen geschickt in Tail-Recursions umbasteln kann. Heute hat sich die La-
ge etwas entspannt: Moderne Sprachen bieten einerseits sowohl Rekursion wie Iteration als
gut nutzbare syntaktische Konstrukte an und die Call-Stacks sind so gro3, dass auch Rekur-
sionen mit einigen Hundert Rekursionsstufen verkraftet werden.

Ist es also egal, ob man nun rekursiv oder iterativ vorgeht? Sollte man immer dem elegan-
teren Konstrukt den Vortritt lassen?

Nein, sollte man nicht.
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2.1 Der Weg zur »dynamischen Tabelle«

Es gibt Fille, bei denen rekursive Ansétze elegant sind, aber klédglich scheitern. Der promi-
nenteste Fall ist die Fibonacci-Folge:

1 fiir n = 1 und fiir n = 2 und
o

fn=1)+f(n—2) firn>3.

Eleganter kann man es kaum noch ausdriicken. Wandelt man dies aber direkt in Java-, C-,
Scala-, Lua- oder Was-auch-immer-Code um, so erhilt man ein irrsinnig langsames Pro-
gramm. Der triviale iterative Ansatz (in einer Schleife den jeweils nédchsten Wert aufgrund
der beiden vorherigen ausrechnen) fiihrt hingegen zu einem schnellen Programm (es geht
allerdings auch noch viel schneller).

Woran liegt dies? Was macht den iterativen Ansatz schnell? Ist es der vermiedene Aufwand
durch Funktionsaufrufe? Liegt es an weniger Caching-Misses, da weniger Speicher benotigt
wird? Der Grund liegt tiefer: Der iterative Ansatz vermeidet doppelte Berechnungen dersel-
ben Werte. Das rekursive Programm »merkt« nicht, wenn es beispielsweise zur Berechnung
von f(7) den Wert f(6) ausrechnet, dass es dies gerade schon einmal getan hat, als es ndm-
lich fiir die Berechnung von f(8) auch schon f(6) ausgerechnet hat.

Man konnte die rekursive Berechnung der Fibonacci-Folge unglaublich beschleunigen, ver-
miede man dieses Neuberechnen schon einmal berechneter Werte. Genau an dieser Stelle
setzen die dynamischen Tabellen an, um die es heute gehen soll: Eine dynamische Tabelle
ist im Prinzip nichts anderes als eine Tabelle, in der Werte so gespeichert sind, dass man bei
rekursiven Aufrufen nichts doppelt berechnet. Fiir die Fibonacci-Folge bedeutet dies kon-
kret Folgendes: Sobald wir in der Rekursion einen Wert fiir ein Folgenglied errechnet haben,
speichern wir dies in einem Array. Immer wenn nun ein rekursiver Aufruf erfolgen soll, so
schauen wir zunichst nach, ob wir diesen Wert nicht schon in der Tabelle stehen haben.
Wenn ja, so rechnen wir einfach mit diesem weiter und sparen uns die Rekursion.

Man sieht leicht, dass man im Resultat einen Algorithmus erhilt, der genauso schnell ist
wie der iterative Algorithmus. Eine dynamische Tabelle ist letztendlich ein Rekursionswolf
im Iterationspelz. Es sei erwihnt, dass man sich in der besten aller Welten gar nicht um die
Erstellung der dynamischen Tabellen verdient machen braucht: Soll sich doch der Compiler
darum kiimmern! Wenn man nidmlich sein Programm in einer reinen funktionalen Sprache
schreibt, so kann sich der Compiler, wenn er denn will, die Ergebnisse einer Funktionsaus-
wertung einfach selber in einer Tabelle merken (man spricht von Memoization). In diesem
Fall beschreibt man das Problem so wie oben rekursiv in vollendeter Eleganz und erhilt ein
Programm, das so schnell ist wie der iterative Ansatz.

Womit wir wieder beim Ausgangspunkt wiren und die Schlacht zwischen Rekursion und
Iteration in eine neue Runde geht.

2.1 Der Weg zur »dynamischen Tabelle«
2.1.1  Von der Rekursion. . .

Der Klassiker unter den Folgen.
Die Fibonacci-Folge ist rekursiv wie folgt definiert:

f(n){l firn <2,

fn=1)+f(n=2) firn>3.

Dies ldsst sich leicht in Java implementieren:

int fib(int n)
{
if (n<=2)
return 1;
else
return fib(n-1) + fib(n-2);

~ = N b b o® B oEEheFPYEE
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2 Entwurfsmethode: Dynamische Tabellen
2.1 Der Weg zur »dynamischen Tabelle«

2, Zur Diskussion

Wie verhilt sich diese Laufzeit im Vergleich zu einer iterativen Lésung?

Ein zweites Beispiel: Lésen von Rekursionsgleichungen.
Wir wollen eine Rekursionsgleichung 16sen wie die Folgende:

T(1) =23,
T(2) =42,
T(n) =T([n/3])+8T(|n/3])+ 120> +3.

Mit dem Master-Theorem lasst sich diese Rekursion leicht losen:

1. Wir schreiben dies zunichst um als T (n) = 9T (n/3) + @(n?).
2. Der Herrschaftsexponent ist # =log; 9 = 2.

3. Der Teilungsexponent ist t = 2.

4. Also liegt die Losung in ®(n?logn).

Will man aber nicht nur die Theta-Klasse bestimmen, sondern die Funktion genau ausrech-
nen, so kann man dies leicht rekursiv machen.

int T (int n)
{
if (n<=1) return 23;
if (n==2) return 42;
return T(n%3 == 0 ? n/3:n/3+1) + 8*xT(n/3) + 12*n*n + 3;

Zur Diskussion
Wie verhilt sich diese Laufzeit im Vergleich zu einer iterativen Losung?

2.1.2 ... lUber Memoization. ..

Warum ist die rekursive Losung so langsam?
Das zentrale Problem der Rekursion ist, dass die gleichen Werte immer wieder berechnet

werden.
K ‘

b

ONONOXO,
@@@

Dies kann man vermeiden durch »Cachingx.

Big Idea

Immer, wenn man einen Funktionswert berechnet hat, speichert man diesen in einer Tabelle.
Wenn der Funktionswert erneut benétigt wird, so spart man sich die Berechnung und gibt
den Wert in der Tabelle zuriick.

boolean|[] cached;
int[] table;

int fib (int n)
{

if (!cached[n]) {
if (n<=2) table[n] = 1;
else table[n] = fib(n-1) + fib(n-2);
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cached[n] = true;

}

return table[n];

}

Diesen Trick nennt man auch Memoization (»Erinnerung«).

boolean|[] cached;
int [] table;

int T (int n)

{

if (!cached[n]) {
if (n<=1) table[n] = 23;
else if (n==2) table[n] = 42;
else table[n] =
T(n%3 == 0 ? n/3:n/3+1) + 8xT(n/3) + 12xn*n + 3;
cached[n] = true;

}

return table[n];

2.1.3 ... zurlteration

Bottom-Up versus Top-Down.

Eine Beobachtung zur Berechnung
Betrachtet man Memoization genauer, so geht die Rekursion zwar »top-down« vor, die Ta-
belle fiillt sich aber »bottom-up« (da die kleinsten Werte als erstes vorliegen).

Dynamische Tabellen: Iterationen, die mal Rekursionen waren

Wenn sich die Tabelle »sowieso« von unten nach oben fiillt, dann ist es oft schneller, diese
in einer Schleife von unten nach oben zu fiillen. Das resultierende iterative Programm nennt
man (komischerweise) ein »dynamisches Programm« und die Tabelle eine »dynamische Ta-
belle«.

Die Fibonacci-Folge mittels einer dynamischen Tabelle.

int fib (int n)
{

int[] table = new int[n+1];

for (int 1 = 1; 1 <= n; 1i++) {
if (i<=2) table[i] = 1;
else table[i] = table[i-1] + table[i-21;

}

return table[n];

}

(Der Profi »sieht« natiirlich, dass man gar nicht die komplette Tabelle speichern muss, da
immer nur die letzten beiden Element bendtigt werden.)

2-8
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22 Dynamische Tabellen fiir Zahl-Probleme

@, Zur Ubung

Schreiben Sie den Java-Code eines dynamischen Programms auf, das die Funktion T be-
rechnet:

int T (int n)
{
int[] table = new int[n+1];

for (int 1 = 1; 1 <= n; 1i++) {
// Ihr Code

}

return table[n];

}

2.2 Dynamische Tabellen fir Zahl-Probleme
2.2.1 Das Subset-Sum-Problem

Zwei »einfache« Probleme
Auf einer Tafel mogen ein paar Zahlen stehen:

3170 9794 932 3889 8001 2113 987 8867 345
9347 2690 7669 1092 4790 3049 433 7235
8647 8663 986 4116 9044 7031 3538 1218
4935 5953 6131 1791 5720 8828 1882 7229
1242 4424 6540 3541 8915 7081 2211 4261
8084 3635 6752 4158 5002 3491 3277 4662
5578 6689 3708 3722 1896 5900 3814 9271
3069 23 1455 3231 6416 5014 2175 1489 364
1616 1982 9954 122

Zwei Aufgaben

1. Unterstreichen Sie mdglichst wenige Zahlen, so dass deren Summe mindestens 100.000
ergibt.

2. Unterstreichen Sie moglichst wenige Zahlen, so dass deren Summe genau 100.000 er-
gibt.

Das formale Subset-Sum-Problem

Die formale Problemstellung

Eingabe Eine Folge (ay,...,a,) von natiirlichen Zahlen und eine Zahl b.
Frage Gibt es eine Teilmenge I C {1,...,n},sodass ) ;.;a; = b.
Die ganz formale Problemstellung

suBseTsuM = {bin(a )#...#bin(a,)##bin(b) |

{1,y (e ai = b))
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22 Dynamische Tabellen fiir Zahl-Probleme

Anwendung der Entwurfsmethode »dynamische Tabelle« auf das Subset-Sum-Problem.
Schritt 1: Das rekursive Programm
Das Problem ldsst sich rekursiv sehr leicht 16sen:

function subsetsum(ay,...,a,,b) : boolean
if n=0then
return b =0
else
return subsetsum(ay,...,a,_1,b) V subsetsum(ay,...,a,_1,b—ay)

In Java:

boolean subsetsum(int[] a, int n, int b)

{
if (b < 0) return false;

if (n == 0)
return b==0;
else
return subsetsum(a,n-1,b) || subsetsum(a,n-1,b-alnl]);

Anwendung der Entwurfsmethode »dynamische Tabelle« auf das Subset-Sum-Problem.
Schritt 2: Memoization

boolean[] [] cached;
boolean[] [] table;

boolean subsetsum(int[] a, int n, int b)
{

if (b < 0) return false;

if (!cached[b] [n]) {

if (n == 0)
table[b] [n] = b==0;
else
table[b] [n] = subsetsum(a,n-1,b)
|| subsetsum(a,n-1,b-alnl]);
cached[b] [n] = true;

}
return table[b] [n];

Anwendung der Entwurfsmethode »dynamische Tabelle« auf das Subset-Sum-Problem.
Schritt 3: Umschreiben als Iteration

boolean subsetsum(int[] a, int n, int b)

{
boolean[] [] table = new boolean[b+1l] [n+1];

for (int k = 0; k <= n; k++) {
for (int i 0; 1 <= Db; i++) {

if (k == 0)
table[i] [k] = i==0;
else
table[i] [k] = table[i] [k-1] ||

(i>=al[k] ? table[i-alk]][k-1] : false);

}
return table[b] [n];

}

Wieder kann man Platz sparen, wenn man beachtet, dass immer nur auf Tabelleneintrigen
fiir k — 1 zugegriffen wird. Es reicht also ein eindimensionaler Array.
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Die Laufzeit des Dynamische-Tabellen-Algorithmus fiir das Subset-Sum-Problem.

P Satz

Der auf einer dynamischen Tabelle basierende Algorithmus lost das Subset-Sum-Problem
in Zeit O(n-b).

Beweis. Der Algorithmus iteriert iiber zwei verschachtelte Schleifen, mit n+ 1 beziehungs-
weise b+ 1 Iterationen. O

Bemerkungen:

— Dies bedeutet nicht, dass SUBSETSUM € P. Warum nicht?

— Algorithmen mit Laufzeiten, die polynomiell in den Werten der vorkommenden Zah-
len sind (nicht aber unbedingt in der Linge der Kodierung der Eingabe), nennt man
pseudopolynomiell.

2.2.2 Das Rucksack-Problem

Das Dilemma des Diebes.

Der Dieb und sein Rucksack.

Ein Dieb knackt einen Tresor, in dem sich Gold, Juwelen und Edelsteine befinden. In seinem
Rucksack kann er aber nur maximal 50kg tragen.

Welche Gegenstinde sollte er einpacken, um deren Gesamtwert zu maximieren?

Die formale Problemstellung

Eingabe Eine Folge (wy,...,w,) von Werten und eine Folge (g1,...,g,) von Gewichten
und ein Maximalgewicht m.

Ausgabe Der maximale Wert von ), w; iiber alle Teilmengen I C {1,...,n}, so dass
Dicr8i < m.

Anwendung der Entwurfsmethode »dynamische Tabelle« auf das Rucksack-Problem.
Schritt 1: Das rekursive Programm

Junction rucksack(wy, ..., Wy, &1,...,8n,m) : int
if n =0 then
return 0
else
if m < g, then // Passt nicht?
return rucksack(wi,... ,Wn_1,81,---,8n—1,M)
else // Passt
return max{rucksack(wl,...,wn_l,gl, e 8n—1,M),
wy + rucksack(wy, ..., Wy_1,81,- - - ,g,l_l,m—g,,)}
In Java:
int rucksack(int[] w, int[] g, int n, int m)
{
if (n == 0)

return 0;
else if (m < g[n])
return rucksack(w,g,n-1,m);
else
return Math.max (rucksack(w,g,n-1,m),
w[n]+rucksack (w,g,n-1,m-g[n]));
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Anwendung der Entwurfsmethode »dynamische Tabelle« auf das Rucksack-Problem.

Schritt 2: Memoization

boolean[] [] cached;
int[][] table;

int rucksack(int[] w, int[] g, int n, int m)

{

if (!cached[m] [n]) {
if (n == 0)
table[m] [n] = 0;
else if (m < g[n])
table[m] [n] = rucksack(w,g,n-1,m);
else
table[m] [n] = Math.max(rucksack (w,g,n-1,m),

w[n]+rucksack (w,g,n-1,m-g[n]));
cached[m] [n] = true;
}

return table[m] [n];

Anwendung der Entwurfsmethode »dynamische Tabelle« auf das Rucksack-Problem.

Schritt 3: Als Iteration

int rucksack(int[] w, int[] g, int n, int m)
{

int[][] table = new int[m+1] [n+1];

for (int k=0; k<=n; k++) {
for (int i=0; i<=m; i++) {
if (k == 0)
table[i] [k] = 0
else if (i < glk]
table[i] [k] = t
else
table[i] [k] = Math.max (table[i] [k-1],
wlk] + table[i-gl[k]][k-11);

)
able[i] [k-1];

}

return table[m] [n];

» Satz

Das Rucksack-Problem kann in Zeit O(mn) gelost werden.

2-19
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Subset-Sum-Problem
Knapsack
Entwurfsmethode Dynamische-Tabellen-Methode /

Memoization

1

a
&

Dynamische Tabelle

I

Analysemethode Einfache Schleifenanalyse

Klassifikation Pseudopolynomielle Laufzeit

Die Entwurfsmethode: Dynamische Tabellen
Dynamische Tabellen entstehen, wenn man

1. auf ein rekursives Programm
2. die Technik der Memoization anwendet und
3. daraus wiederum ein iteratives Programm macht.

Wer darin geiibt ist, kann natiirlich auch gleich das iterative Programm hinschreiben.

Merke
Dynamische Tabellen bringen nur dann etwas, wenn ein rekursives Programm die immer
gleichen Werte in verschiedenen Rekursionsdsten berechnen wiirde.

Die Klassifikation
Es gelten die folgenden Sétze:

Satz
Das Subset-Sum-Problem kann mittels dynamischer Tabellen in Zeit O(n-b) und Platz O(b)
geldst werden.

Satz
Das Rucksack-Problem kann mittels dynamischer Tabellen in Zeit O(n-m) und Platz O(m)
gelost werden.

Achtung
Man kann zeigen, dass beide Probleme NP-vollstdndig sind!

Zum Weiterlesen

[1] Daniel Lokshtanov, Jesper Nederlof, Saving space by algebraization. Proceedings of
the 42nd ACM Symposium on Theory of Computing (stoc), 321-330, 2010.

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dass man das Subset-Sum-Problem in pseudopolynomi-
eller Zeit und pseudopolynomiellem Platz 16sen kann. Es ist auch leicht zu sehen, dass man das
Problem in polynomiellem Platz l6sen kann. In diesem Paper wird nun gezeigt, dass man durch
»Algebraisierung« einen Algorithmus erhilt, der das Problem gleichzeitig in pseudopolynomi-
eller Zeit und polynomiellem Platz 16st.

[2] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, Intro-
duction to Algorithms, zweite Auflage, MIT Press, 2001, Kapitel 15 »Dynamic Pro-
gramming«.

In diesem Kapitel wird das Konzept der dynamischen Tabellen sehr schon erkldrt mit vielen
interessanten Beispielen.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 2.1 Planende Diebe, mittel, mit Lésung

Meisterhacker A. Nonymous plant seinen nichsten grolen Coup: Er wird mal wieder jede Menge
Daten der Firma S. Ony klauen und diese dann verkaufen. Er hat es bereits geschaftt, sich vom Server
der Firma S. Ony ein Verzeichnis der Daten zu beschaffen, die er stehlen konnte: Er kennt fiir jede
Datei deren Grofe in Byte und aufgrund ihrer Namen weif3 er auch, wie viel Euro jede Datei wert sein
wird.

A. Nonymous hat vor, Dateien im Wert von genau einer Million Euro zu klauen. Da der Diebstahl um
so schwieriger wird, je mehr Daten er vom Server iibertrigt, fragt er sich, wie viele Byte er mindestens
tibertragen muss, um Daten im Wert von genau einer Million Euro zu bekommen.

Helfen Sie A. Nonymous! Geben Sie dazu zunichst einen rekursiven Algorithmus an, der zwei Arrays
g und w jeweils der Lange n als Eingabe bekommt, wobei g die Grofen der Dateien enthélt und w ihre
Werte, sowie eine Zahl r (im konkreten Fall eine Million). Ergebnis soll der kleinste Wert >, -, li]
sein iiber alle I C {1,...,n} sodass )., wli] =r.

Ubung 2.2  Alternatives dynamisches Programm fiir das Rucksackproblem, mittel

Geben Sie ein Programm an, das das Rucksackproblem in Zeit O(nW) 16st, wobei W die Summe aller
Werte von Gegensténden im Tresor ist, also W = > w;.

Tipp: Wandeln Sie den Algorithmus aus Ubung 2.1 zunichst in ein dynamisches Programm um. Er-
mitteln Sie dann das grofite r, so dass im Resultatarray an der Stelle r der Eintrag die Rucksackgrofie
m nicht iiberschreitet.

Ubung 2.3 Unabhingige Mengen berechnen, mittel
Fiir einen Graphen G = (V, E) ist eine unabhdngige Knotenmenge eine Teilmenge der Knoten U C V,
zwischen denen es keine Kanten in G gibt (das heift, fiir alle Paare von Knotenv,w € U gilt {v,w} ¢ E.)
Fiir die in dieser Aufgabe betrachteten Graphen hat jeder Knoten v € V zudem einen Wert w(v) € N.
Im Folgenden soll die Entwurfsmethode der dynamischen Tabellen verwendet werden, um moglichst
wertvolle unabhingige Mengen zu finden. Das heifit, fiir einen gegebenen Graphen G = (V, E) ist eine
unabhiingige Menge U C V gesucht, die die Summe | ,; w(v) maximiert.

1. Entwickeln Sie einen Algorithmus, der moglichst wertvolle unabhingige Mengen in Pfad-Graphen

findet.
2. Erweitern Sie ihn, um mdglichst wertvolle unabhéngige Mengen in Biumen zu finden.

Ubung 2.4 Dynamische Programmieransatze fiir das Rucksackproblem implementieren, mittel

Das Ziel dieser Aufgabe ist es, ein Programm zu schreiben, welches das Rucksackproblem 16st. Thr
Programm sollte dabei so effizient sein, dass es die Testeingaben von der Webseite der Veranstaltung
in kurzer Zeit 16sen kann. Um alle Testeingaben 16sen zu konnen, empfiehlt es sich, auf verschiedene
Losungsansitze fiir das Rucksackproblem zuriickzugreifen und fiir eine gegebene Eingabe jeweils die
passendste auszuwihlen: An Losungsansétzen kennen sie bereits

1. die dynamische Tabelle iiber das Gewicht des Rucksackinhaltes aus der Vorlesung,

2. die dynamische Tabelle {iber den Wert des Rucksackinhaltes aus Aufgabe 2.2 und

3. die rekursive Methode zum Losen des Rucksackproblems, die alle moglichen Rucksackinhalte
durchgeht.

Kombinieren Sie diese und gegebenenfalls weitere Ansitze, um die Testeingaben moglichst schnell zu
16sen.

Jede Eingabedatei hat die folgende Form, wobei in der ersten Zeile die Grofie m des Rucksacks und in
den weiteren Zeilen jeweils zuerst das Gewicht g; und dann der Wert w; eines Gegenstandes steht.

NN W
N W N

Ihr Programm soll fiir eine solche Datei den groStmoglichen Wert eines Rucksackinhaltes berechnen.
Fiir die Instanz aus der obigen Datei ist dieser Wert zum Beispiel 5.

Hinweis: Sie diirfen davon ausgehen, dass alle Zahlen in ein Java long passen.
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Offline-Probleme 2: Texte

Wie weit waren Sie in Threm Leben jemals von mit Text bedruckten oder beschriebenen
Fldchen entfernt?

Vermutlich werden Sie es kaum auf zehn Meter geschafft haben. Es fingt schon damit an,
dass Ihre Kleidung voll ist mit kleinen Hinweisschildern und Texten; selbst eine Badehose
hat noch eine Kochanleitung eingedruckt. Praktisch die einzige Chance, einen grofleren Ab-
stand von Texten zu gewinnen, ist, nackt in einem Gebirgssee zu schwimmen. Ohne Boote
in der Néahe.

Nichts durchdringt unsere Zivilisation so sehr wie Symbolfolgen; sie sind im wahrsten Sinne
des Wortes allgegenwirtig.

Es ist daher auch kein Wunder, dass in der Informatik Texte beziehungsweise »Strings« zu
den wichtigsten Konzepten iiberhaupt gehoren. Auf der praktischen Seite ist es in so ziem-
lich jeder Programmiersprache méglich, Strings direkt einzugeben, sie zu manipulieren und
effizient zu verarbeiten. Auf der theoretischen Seite sind Zeichenketten das mathematische
Grundkonstrukt, auf dem beispielsweise die gesamte Komplexititstheorie aufgebaut ist.

Man konnte im Rahmen des Algorithmendesigns den Zeichenketten ganze Vorlesungsreihen
widmen; da wir aber auch noch andere spannende Gebiete betrachten wollen, will ich nur
zwei Themen herauspicken und anreifen: Das Indizieren von Texten und das Komprimieren
von Texten.
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A&D: Indizieren mit Baumen

Von der Kunst, einen Index zu erstellen
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Ubungen zu diesem Kapitel

Die Suche in Texten gehort zum Brot-und-Butter-Geschéft moderner Rechner und es ist nicht
immer der Mensch (neudeutsch User), der sich nicht mehr erinnern kann, von wem die Mail
zum Thema »Extrem wichtige Besprechung« kam. Stindig wollen auch Programme in lan-
gen Texten irgendetwas suchen, seien es Schliisselworter, xmL-Tags oder Variablennamen.

Wenn man lediglich einmal in einem Text etwas suchen mochte, so gibt es eine Reihe von
mehr (Boyer-Moore) oder weniger (naive) raffinierten Suchalgorithmen. Oft kommt es aber
auch vor, dass man im selben Text viele Male suchen mdchte; das gilt fiir Worterbiicher
ebenso wie fiir die Basensequenz von Viren. In diesem Fall liegt es nahe, einen speziellen
Index zu erstellen, der die Suche etwas vereinfacht.

Die Idee, einen Index zu erstellen, um Suchanfragen zu beschleunigen, ist nicht neu. Ein
Telefonbuch ist beispielsweise ein Index, auch wenn Telefonbiicher akut vom Aussterben
bedroht sind. Der Grund dafiir ist aber nur, dass Computer eben die Indizierung fiir uns
iibernehmen.

In diesem Kapitel geht es um die Frage, wie sich schnell ein Index fiir einen langen Text
erstellen ldsst. Die im Laufe des Kapitels entwickelte Datenstruktur der »Suffix-Trees« kann
sich sehen lassen: Fiir einen beliebig langen Text kann man einen Index erstellen, der

1. genauso grof} ist wie der Text selber und
2. in dem man jedes beliebige Suchwort in einer Laufzeit findet, die linear von der Lénge
der zu suchenden Wortes abhiingt und véllig unabhdingig ist von der Linge des Textes.

Sucht man also mittels eines Suffix-Tree im menschlichen Genom (3 Milliarden Basepaare)
nach einer Basesequenz der Liange 50, so benotigt dies nur 50 Zeitschritte.
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3.2 Einfiihrung

3.1 Einfdhrung
3.1.1 Fallbeispiel I: Bibliometrie

Welche Autoren schreiben tiber dasselbe Thema?

In der Bibliometrie geht es darum, Mafe fiir Veroffentlichungen zu bestimmen. Beispiels-
weise kann man versuchen zu messen, wie »dhnlich« die Veroffentlichungen von zwei Auto-
ren sind. Hierdurch kann man »Cluster« von Autoren bestimmen, aber auch Plagiate finden.

Wie bestimmt man schnell die Ahnlichkeit von Texten?

— Ein MaB der Ahnlichkeit von zwei Texten konnte sein, zu zihlen, wie héiufig Worte in
beiden Texten vorkommen.

— Hat man zwei Texte mit je hundert Seiten, so sollen wir schnell fiir jedes Wort des einen
Textes herausfinden, ob es in dem anderen Text vorkommit.

3.1.2 Fallbeispiel ll: Virusdatenbanken

Die RNA-Virus-Datenbank
Eine rNA-Virus-Datenbank speichert die Genome von Viren:

Anfragen an eine RNA-Virus-Datenbank

— Das Blut einer Person oder eines Organismus wird untersucht.
— Man isoliert RNA-Schnipsel im Blut.
— Ziel ist es nun herauszufinden, ob und wenn von welchem Virus die Schnipsel stammen.

Wie findet man schnell Schnipsel?

— Die rna-Virus-Datenbank enthilt aktuell 939 Viren.

— Ein Viren-Genom ist zwischen 3.000 und ca 500.000 Basen lang.

— Wir sollen also schnell und fehlertolerant einen Schnipsel unter hunderten Megabasen-
paaren finden.

000 RNA Virus database - Home Page
ac.uk/rnavirusdb /index.php

¢ J{(Qr Google

o RNA Virus Database

Asviea [ nstie Institute of Evalutionary Biology
d Population Studies University of Auckdand Sehool of Blological Seiencas

Evolutionsry Biclogy Group

Departmant of Zoology

Universiy of Oxford ey of KviZulu-Natal Universiy of Edinbargh
[ ] Browse BLAST Align Proteins About us

The database currently has 939 viruses. Mirrors available at Oxford, Durban, Auckland, and Edinburgh

y BLAST

Identify your virus sequences

Browse .
A Align
& Search .
B / Get whole genome alignments for cach virus specics
X and align your sequence to them
RNA Virus Database Browse
Find information on all RNA viruses
Proteins
Get amino acid sequences for genes and complete
A translated genomes
Links
Links to other virus web sites
_— A

Citation

Description of site in Nucleic Acids Res. 37:D431-5

Screenshot by Til Tantau
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3.2 Tries

Die besonderen Eigenschaften von Strings.
Zur Verwaltung von Strings eigenen sich Suchbidume und Hash-Tabellen nur bedingt:

Probleme bei Hash-Tabellen zur String-Verwaltung

— Es dauert lange, einen Hash-Wert eines ldngeren Strings auszurechnen.
— Ein »fehlertolerantes« Suchen ist nicht moglich.

Probleme bei bindren Suchbdaumen zur String-Verwaltung

— Der lexikographische Vergleich dhnlicher Strings ist langsam.
— Fehlertolerantes Suchen ist schwierig.

3.2.1 Dieldee

Die Idee hinter Tries.

Ein Trie (von »information retrieval«) ist eine Datenstruktur speziell zur Verwaltung vieler

Strings.

Definition: Trie

Sie ¥ ein Alphabet. Ein Trie iiber ¥ ist ein gerichteter Baum mit folgenden Eigenschaften:
1. Jede Kante ist mit einem Symbol aus X beschriftet.

2. Fiir jeden Knoten gibt es fiir jedes Symbol maximal eine ausgehende Kante, die so
beschriftet ist.

Beispiel: Ein Trie Uber £ = {a,c,g,1}

/(TQ

O*mf)

\

o

o\g

/

@)
\

@)

O

Oem—Oeo—C)eo;

3.2.2 Grundoperationen

Ein Trie kann eine Menge von Strings speichern.
Man kann Tries benutzen, um eine Menge von Strings zu speichern:

— Einige Knoten des Tries werden markiert.
— Jeder Pfad von der Wurzel zu einem markierten Knoten entspricht einem String.

Beispiel

AN
0«»7)/“

\

g

Dieser Trie speichert die Menge {aa,at,ag,c,cca,ga, gt}.
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Die Grundoperationen auf Tries

Suchen eines Strings in einem Trie

1 function search (String w, Trie T) : boolean
2 ¢+ rooK(T)

3 for i<+ 1to length(w) do
4 if ¢ = null then
5 return false
6 else

7 ¢ « child of ¢ with edge label wli]

8 return true if c is marked, otherwise false

Einfligen eines Strings in einen Trie

algorithm insert (String w, Trie T')
¢ < root(T)
Jor i < 1 to length(w) do
if ¢ has no child with edge label wli] then
create new child of c with edge label wi]
¢ < child of c with label wi]
mark ¢

N o AW =

algorithm delete (String w, Trie T')

1

2 //Search

3 ¢ < root(T)

4 fori<—1to length(w) do

5 if ¢ = null then

6 return

7 else

8 ¢ « child of c with edge label wli]

9 if c is not marked then
10 return
1 else
12 // Ok, we found w
13 unmark c
14 // If ¢ was a leaf, remove it and its parents up to the next unmarked node
15 while c is a leaf and c is not marked do
16 p < parent of ¢
17 delete ¢
18 c+p

@ Zur Ubung

1. Erstellen Sie einen Trie fiir folgende Menge von Strings: {barfoo, foobar,foo, bar, barfuss,

fool}.

2. Wie lange dauert eine Suche nach einem String w der Linge |w| in diesem Trie

2.1 hochstens und
2.2 mindestens?

(Die »Laufzeit« sei gemessen in der Anzahl der untersuchten Knoten.)

Die Grundoperationen auf Tries.

» Satz
Einen String w in einen Trie der Grifie gt

— einzufiigen dauert O(|w)),
— zu loschen dauert O(|w|) und
— zu suchen dauert O(|w)).
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3.2 Tries
» Satz

Ein Trie fiir eine Menge M von Strings hat eine maximale Griffe von ),/ [w/.

Bemerkungen

— Die oberen Schranken fiir die Laufzeiten sind unabhdngig von der Grifle des Tries gt.

— Auch Hashing kann keine besseren Laufzeiten liefern, da es ®(|w|) dauert, den Hash-
Wert eines Strings w zu berechnen.

— Man benétigt schon . [w| Platz, um die Elemente der Menge M iiberhaupt im
Speicher zu halten.

Tries im Einsatz: Textvergleich
Wir konnen Tries wie folgt nutzen, um herauszufinden, wie viele Worte zwei Texte gemein-
sam haben:

— Durchlaufe den ersten Text. Fiige dabei jedes gefundene Wort in einen Trie ein.
— Durchlaufe nun den zweiten Text und iiberpriife fiir jedes gefundene Wort, ob es im
ersten Text vorkommt.

Offenbar benétigt dieses Verfahren Zeit O(n+m), wenn die Texte die Langen n und m haben.

3.2.3 Pfad-Kompression: Patricia-Baume

Ein Trie fur Methodennamen
Nehmen wir an, wir bauen einen Trie fiir die Methodennamen in einem Java-Programm.
Dann hitte dieser folgende Form:

— Nahe der Wurzel verzweigt er stark, da die Namen ganz unterschiedlich anfangen.

— Spiter gibt es dann aber immer wieder lange Ketten von Knoten.

Beispiel: Trie fiir die Methoden der Java-Klasse java.lang.Compiler
ﬂo—a»o—n»o—d»o
m
ﬂo—o»om-cfp»o—i»o—l»o—e»o—C-o—l»o—a»o—s»o—s»o—e»o—s»o

c
c<d»o—i>o—s»o—a»o—b»o—l>o—e»o
€
Yo-n-0-aro-bro-1»0-e-0

Patricia-Baume sind komprimierte Tries.

p Definition: Patricia-Baum
Ein Patricia-Baum ist ein Baum, der aus einem Trie entsteht, indem man

1. alle Pfade im Trie ohne Verzweigungen und ohne Markierungen durch eine einzelne
Kante ersetzt und
2. diese mit dem Wort beschriftet, das entlang dieses Pfades stand.

(»Patricia« steht fiir »Practical Algorithm To Retrieve Information Coded in Alphanume-
rics«.)

Beispiel: Patricia-Baum fiir die Methoden von java.lang.Compiler

mand/O
o—_.
7 pileClass
com >O——es——0
disable—-O)
enable

O
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3.24 Implementation

Implementationsdetails |

Speicherung von Patricia-Baumen

Die in einem Trie gespeicherten Strings stehen oft auch noch an anderer Stelle im Speicher:
Beispielsweise beim Trie der Worte eines Textes. In diesem Fall kann man in einem Patricia-
Baum nur die Indizes in den Text speichern statt dem Text selbst.

Beispiel: Patricia-Baum mit expliziten Kantenbeschriftungen

alijclel flound 'lan/ lant a/t |the |tirele
11213 456 78]9/1011/1213/14|1516/17/18/19 20/21|22 23 24(25 2627|2829 30
O
lice/
n O t
a/ t\u O
found—-Q O
t
\
( )<he—>o
ree
\O
Beispiel: Patricia-Baum mit impliziten Kantenbeschriftungen
alijclel flound 'an/ lant a/t |the |t|rele
1123456 7|89 10/11/12/13/14]15/16/17/18/191202122(23|2412526/27|28/29 30
@)
[10,10]—(O—1I18,18]1—O
L TRi2
[7.11]—0O ™0
[23,23]
T>0O=—1[24.251—0
[28,30]
\O

Implementationsdetails Il
Speicherung der Kinder

Das Problem der vielen Kinder

Ein Trie hat in der Nédhe der Wurzel einen hohen Verzweigungsgrad. Dort kann es fiir jedes
Symbol des Alphabets ein Kind geben. Bei groen Alphabeten wie dem Unicode ist unklar,
wie man die Kinder effizient speichert.

@ Zur Diskussion

Geben Sie fiir jede der folgenden Arten der Speicherung der Kinder eines Knotens Vorteile
und Nachteile an:

1. Als verkettete Liste

2. Als sortierter Array

3. Als balancierter Suchbaum
4. Als Hashtabelle
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3.3 Suffix-Tries und -Trees

Das Problem: Die Suche in einem Virus-Genom 3-17
Wie haben bis jetzt Tries dafiir genutzt, ganze Worte in einem langen Text schnell zu fin-

den. Sucht man aber in einem Virus-Genom nach einem RNA-Schnipsel, so gibt es keine

»Wortgrenzen«.

Beispiel

HIV-Genom ...atatttgctataaagaaaaaagacrgtact
aaatggagaaaattagtagatttcagagaa...

Schnipsel acccgattattgga

3.3.1 Suffix-Tries

Die L6sung: Suffix-Tries. 3-18

Big Idea
Gegeben sei ein langer Text ohne Wortgrenzen (also ein langes Wort w € £*), in dem wir
suchen wollen.

1. Betrachte die Menge S aller Suffixe von w.
2. Bilde den Trie dieser Menge.

Diesen nennt man dann Suffix-Trie des Wortes.

Beispiel: Der Suffix-Trie des Wortes »anfang«
Die Menge S aller Suffixe von w = anfang ist:

§ = {anfang,nfang. fang.ang,ng, g, €}

Der Trie dieser Menge ist:

Vd
g
/c}moéf»(}a»(}n»c}g»o
Céi),o—a»()_n,o_ g>0O
gao

n

7O
ot

*O—a>O-n>O-g>0

Wie man mit Suffix-Tries Worte findet. 3-19

Lemma
Sei T der Suffix-Trie von w. Ist v ein Teilwort von w, so gibt es in T eine Pfad beginnend bei
der Wurzel, der genau mit v beschriftet ist.

Beweis. Kommt v in w vor, so ist v insbesondere der Anfang (Prifix) eines Suffix s von w.
Folglich beginnt der Pfad in 7', der zu s fiihrt, mit v. O

Beispiel: »fan« kommt in »anfang« vor
Der rote Pfad zeigt, dass »fan« in »anfang« vorkommt.

Vd
g
/&n»@ébc}a»c}n»c}g»o
%?,,O—a*o—mo—g*()
ga
O
n
NS
o<§.
O—a>O—n>O—g>0O
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33 Suffix-Tries und -Trees

@, Zur Ubung

Wie grof ist ein Suffix-Trie eines Wortes mit zehn Buchstaben

1. hochstens und
2. mindestens?

3.3.2 Suffix-Trees

Suffix-Trees sind Patricia-Varianten von Suffix-Tries

Suffix-Tries konnen sehr grofs werden, sie sind dann aber auch hochgradig redundant, da sie
viele lange, gleichartige Ketten enthalten.

Kodiert man Suffix-Tries als Patricia-Baume, so ist dies besonders effizient.

Definition
Ein Suffix-Tree eines Wortes w ist der Patricia-Baum der Menge aller Suffixe von w.

Satz
Der Suffix-Tree eines nichtleeren Wortes w hat hochstens 2|w| — 1 Knoten.

Beweis. Ein Suffix-Tree hat hochstens |w| Blitter, da jedes Blatt einem nichtleeren Suffix
entspricht. Jeder Baum mit n Blattern hat hochstens n — 1 innere Knoten vom Grad minde-
stens 2. Jeder Knoten in einem Patricia-Baum hat einen Grad von mindestens 2. Also gibt
es hochstens |w| — 1 innere Knoten und somit hochstens 2|w| — 1 Knoten insgesamt. O

Der Suffix-Tree von »anfangx.

Das Wort
an f a
112]3 4

n

5|6

:

Explizite und implizite Darstellungen des Suffix-Tree

fang/’o [3,6]/’0
/Kg\o /O< [6,6]\0
an” o [1,2]
oéa“g/’ (3,61 O
g [6,6]
n O ; _~O 2] O _
\ ang . [3,6]
O—e¢—0 O=16.61—-0

Zur Berechnung von Suffix-Trees.

Offenbar kann man einen Suffix-Tree in quadratischer Zeit berechnen: Man fiigt einfach alle
Suffixe nacheinander ein.

Es geht jedoch wesentlich besser:

Satz: Ukkonnen, 1995
Man kann den Suffix-Tree eines Wortes w in Zeit O(|w|) berechnen.

Bemerkungen: Der Algorithmus ist zwar nicht iiberméBig komplex, aber auch nicht ganz
einfach. Die Hauptschwierigkeit liegt (mal wieder) darin, zu beweisen, dass er funktioniert.
Hierzu sei auf den Artikel von Ukkonnen verwiesen.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Suchen in Wort-Mengen Suchen in langen Texten

Entwurfsmethode Teilen-und-Herrschen, Teilen-und-Herrschen,

Indizierung Indizierung
& Tries Suffix-Tries

\/ Suffix-Trees

Analysemethode Laufzeitanalyse Platzanalyse
Klassifikation Suche nach v in O(|v|) GroBe O(|w|?)

Grofie O(|w|)

Trie und Patricia-Baum

Ein Trie ist ein Suchbaum, in dem jeder Knoten fiir jedes Zeichen eines Alphabets maximal
ein Kind hat. Ein Patricia-Baum ist eine kompakte Darstellung von Tries, in der Pfade zu
einzelnen Kanten »komprimiert« sind.

Suffix-Tries und -Trees

1. Ein Suffix-Trie ist der Trie der Suffixes eines Wortes.
2. Ein Suffix-Tree ist der Patricia-Baum des Suffix-Trie.

Zum Weiterlesen
[1] Esko Ukkonen, On-line construction of suffix trees, Algorithmica, 14(3):249-260,
1995.

Der in diesem Artikel vorgestellte Linearzeitalgorithmus zur Konstruktion von Suffix-Trees ist,
zumindest was die Beschreibung angeht, einfacher als friihere Algorithmen und vor allen Dingen
ist es ein Online-Algorithmus: Die Zeichen des Wortes werden von links nach rechts gelesen;
frilhere Algorithmen bauten den Suffix-Tree hingegen »von rechts nach links« auf. Der Artikel
ist schon lesbar und mit vielen Beispielen ausgestattet.

Ubungen zu diesem Kapitel

Bei den folgenden Ubungen werden wir uns etwas genauer mit dem Zungenbrecher
In Ulm und um Ulm und um Ulm herum.

beschiftigen.

Ubung 3.1 Konstruktion von Tries, leicht

Konstruieren Sie einen Trie, der genau die Worter des obigen Zungenbrechers enthilt. Zwischen Grof3-
und Kleinbuchstaben soll dabei nicht unterschieden werden.

Ubung 3.2 Konstruktion von Suffix-Tries und -Trees, leicht
Wir betrachten die zusammengeschobene und vereinfachte Variante

ulmundumulm

des obigen Satzes. Konstruieren Sie zuerst den Trie aller Suffixe dieses Wortes und formen diesen
dann in einen Suffix-Tree um.

Ubung 3.3 Konstruktion von Suffix-Tries und Trees, mittel
Konstruieren Sie fiir den Text

fischerfischenfisch

zuerst den Trie aller Suffixe und formen diesen dann in einen Suffixtree um.
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Von der Kunst, einen kompakten Index zu erstellen
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In diesem Kapitel wird es musikalisch, die Algorithmen tanzen zu Strings im Drei-Viertel-
Takt. Anlass ist die Implementation des Difference-Cover-Modulo-3-Algorithmus, besser
bekannt als pc3-Algorithmus, bei der an »taktvollen« Stellen im String andere Dinge pas-
sieren als an den eher »taktlosen«.

Ziel des Algorithmus ist die Berechnung eines Suffix-Arrays, neben Suffix-Tries und Suffix-
Trees die dritte Art, Suffixe zu speichern. Suffix-Arrays sind konzeptionell sehr einfach (der
Array der Startpositionen der Suffixes eines Strings in lexikographischer Reihenfolge), wes-
halb sie auch sehr gut und einfach in der Praxis nutzbar sind.

Genau wie bei Suffix-Trees ist das Hauptproblem bei Suffix-Arrays, sie effizient zu berech-
nen. Eine naive Implementation benétigt genau wie bei Suffix-Trees quadratische Zeit und
dies ist bei Eingabegroflen von mehreren Megabytes inakzeptabel. Der tanzende pc3-Algo-
rithmus aus diesem Kapitel meistert die Aufgabe hingegen in linearer Zeit. Im Vergleich
entspricht pc3 daher einem sprintenden Eiskunstldufer, wihrend die naiven Algorithmen
zur Erstellung von Suffix-Arrays eher ein behibiges Elefantenballett auffiihren.
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4.1 Suffix-Arrays

4.1 Suffix-Arrays

4.1.1 Suffix-Baume sind gut. . .
Ein Werbeplakat fir Suffix-Trees.

Die zentralen Eigenschaften von Suffix-Trees

1. Der Suffix-Tree von w benétigt nur O(|w|) Speicher.
2. Er kann in Zeit O(|w|) konstruiert werden (Ukkonens Algorithmus).
3. Er erlaubt, in O(|v|) Zeit nach einem Teilwort v von w zu suchen.

Beispiel: Der Suffix-Tree von »anfang«
—~O
[3.6]
[1,2]
[6.6]
—0 O
[2,2] 3.6] -~

\04 [6.61—0O
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4.1.2 ... aber nicht gut genug

Suffix-Trees sind eine dolle Sache, aber. . .
Nachteile

— Die Speicherung der Kinder eines Knotens ist schwierig, insbesondere bei groen Al-
phabeten wie dem Unicode.

— Fiir jeden Knoten muss ein Objekt gespeichert werden, das wiederum mindestens zwei,
eher noch mehr Verweise enthilt.

— Algorithmen wie der von Ukkonen benétigen noch weitere Verweise in jedem Knoten.

Insgesamt benoétigt ein Suffix-Tree pro Byte des zu speichernden Wortes etwa 12 bis 24 Byte
an Speicher.

Ziel

Eine Datenstruktur, die »fast genauso gut« wie ein Suffix-Tree ist, aber »einfacher zu benut-
zen« ist.

4.1.3 Dieldee

Suffix-Arrays sind einfach und kompakt

Die zwei Ideen hinter Suffix-Arrays
Sei w ein Wort und sei w; = w[i,..., |w|] der an Stelle i beginnende Suffix von w.
1. Wir betrachten wieder die Menge aller Suffixe von w und sortieren diese lexikogra-
phisch. Dies ergibt »fast« den Suffix-Array.
2. Wir miissen die Suffixe aber nicht explizit speichern, es geniigt, ihre Anfangspositionen
in w zu speichern.

Definition: Suffix-Array
Sei w ein Wort. Der Suffix-Array von w ist ein Array S von Indizes, so dass fiir jede zwei
Indizes i und j mit i < j gilt

WAL < Wa[j)-

Hierbei steht <, wie auch im Folgenden, fiir die lexikographische Ordnung.

Beispiel: Suffix-Array von »anfang«

Das Wort »anfang« hat
1. die Suffixe »anfang«, »nfang«, »fang«, »ang«, »ng«, »g« und &€,
2. also sortiert: €, »anfang«, »ang«, »fang«, »g«, »nfang«, »ng«.
3. Als Array von Anfangspositionen: [7,1,4,3,6,2,5].
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4.2 Der DC3-Algorithmus

4.1.4 Vergleich von Suffix-Arrays und Suffix-Baumen

Suffix-Arrays versus Suffix-Trees.
Suffix-Arrays sind fast so schnell wie Suffix-Trees:
— Zur Erinnerung: Der Suffix-Tree von w erlaubt es uns, fiir jedes Wort v in Zeir O(]v|)
zu testen, ob v in w vorkommt.
— Mit einem Suffix-Arrays geht dies auch schnell: Man fiihrt einfach eine bincdire Suche
nach v durch, was O(|v|log|w]|) dauert.
Suffix-Arrays brauchen viel weniger Platz:
— Offenbar bendtigt ein Suffix-Array nur log, |w| Bits pro Zeichen des Arrays, also in der
Praxis zwischen 1 und 4 Byte.
— Ein Suffix-Tree benotigt eher 12 bis 24 Byte pro Zeichen des Wortes.
Suffix-Arrays sind einfach:
— Der geringe Platzverbrauch erlaubt es, gro3ere Teile des Arrays im Cache zu halten.
— Er kann als short [] oder int [] gespeichert werden, deren Verarbeitung sich besser
optimieren ldsst als die von Knoten-Objekten.

2 Zur Ubung

Fur Anfanger Bestimmen Sie den Suffix-Array und den Suffix-Baum von »annanas«.

Fur Profis Wie kann man mittels des Suffix-Array von w nach einem Wort v in Zeit O(|v| +
log |w|) suchen statt lediglich in Zeit O(|v|log|w|)?

4.2 Der DC3-Algorithmus

4.2.1 Das Ziel: ein Linearzeitalgorithmus

Wie schnell kann man Suffix-Arrays berechnen?

Ein Suffix-Array ist nichts anderes als die Sortierung der Suffixe von w, weshalb man ihn
durch jeden beliebigen Sortieralgorithmus bestimmen kann. Man muss dabei noch nicht
einmal die Suffixe explizit hinschreiben, sondern speichert nur die Anfidnge.

Beispiel: Sortierung mit Bubble-Sort

»Unsortierter« Array

[ 1 2 3 4 5 6 71 ]

anfang nfang fang ang ng g €

Erster Tausch

[ 1 3 2 4

anfang fang nfang ang

W
(@)
—

0a
aq
o

Zweiter Tausch

[ 1 3 4 2 5 6 71 ]

anfang fang ang nfang ng g €

Dritter Tausch

[ 1 4 3 2

anfang ang fang nfang

(@)}
9]
BN
—

=
i)
(¢}

T

Vierter Tausch

[ 1 4 3 2 5 7 5 ]

anfang ang fang nfang ng £ ng

Endresultat

[ 7 1 4 3

¢ anfang ang fang

(@)}

2 5 ]

nfang  ng

)
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4.2 Der DC3-Algorithmus

Beobachtung

Nehmen wir an, wir nutzen Merge-Sort als Sortieralgorithmus. Dann werden O(nlogn) Ver-
gleiche durchgefiihrt. Der lexikalische Vergleich zweier Suffixe kann nicht linger als O(n)
dauern.

Hieraus ergibt sich: Man kann den Suffix-Array eines Wortes w in Zeit O(n” logn) berechnen
mittels Merge-Sort.

Unser Ziel
Ein Linearzeit-Algorithmus fiir die Berechnung von Suffix-Arrays.

4.2.2 Der Algorithmus im Uberblick

Wie man Suffix-Arrays in linearer Zeit berechnet.

Satz: Karkkdinen, Sanders, Burkhardt, 2003
Man kann den Suffix-Array eines Wortes w in Zeit O(|w|) berechnen.

Der Algorithmus, genannt bc3, ist ein Teile-und-Herrsche-Algorithmus. Es gab vorher schon
den Algorithmus von Farach, der grob so arbeitet:

— Teile die Stellen des Wortes in gerade und ungerade Stellen auf.
— Berechne rekursiv Suffix-Arrays hierzu.
— Setze diese durch einen sehr komplexen Merge-Schritt zusammen.

Neu am pc3-Algorithmus ist:

— Man halbiert nicht die Array-Grofie, sondern
— reduziert die Grofe nur auf zwei Drittel.
— Dadurch wird alles »ganz einfach«.

Uberblick zum DC3-Algorithmus

Definition: Takt

Sei w ein Wort. Wir nennen je drei aufeinanderfolgende Stellen in w eine Takt. Die jeweils
erste Stelle eines Takts heif3t taktvoll. Die anderen beiden Stellen heilen taktlos.

Fingt ein Suffix an einer taktvollen Stelle in w an, so nennen wir es taktvoll, sonst taktlos.

Beispiel
Das Wort »anfang« hat

— die taktvollen Suffixe »anfang«, »ang« und € und
— die taktlosen Suffixe »nfang«, »fang«, »ng« und »g«.

Die drei Schritte des pc3-Algorithmus.

Erster Schritt: Sortierung der taktlosen Suffixe

Wir sortieren die Menge der taktlosen Suffixe. Dies ist (fast) die Bestimmung eines Suffix-
Arrays, weshalb wir dies rekursiv machen konnen.

Beispiel: Wir sortieren rekursiv »nfang«, »fang«, »ng«, »g« zu »fang«, »g«, »nfang«, »ng«.

Zweiter Schritt: Sortierung der taktvollen Suffixe

Wir sortieren dann die Menge der taktvollen Suffixe. Dies geht ganz einfach, wenn man die
Sortierung der taktlosen hat.

Beispiel: Wir sortieren rekursiv »anfang«, »ang«, € zu €, »anfang«, »ang«.

Dritter Schritt: Verschmelzung
Wir verschmelzen die beiden sortierten Listen wie bei Merge-Sort.
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4.2 Der DC3-Algorithmus

4.2.3 Schritt 1: Sortierung der taktlosen Suffixe

Superzeichen. ..
In dem Algorithmus werden wir 6fter Tripel von Zeichen (also die Zeichen eines »Taktes«)
als ein Zeichen behandeln.

Definition: Superzeichen
Sei X ein Alphabet. Ein Superzeichen ist ein Zeichen aus dem Alphabet X3.

Beispiel
Aus den drei Zeichen a, n und f wird das »Superzeichen« [anf], wobei die eckigen Klammern
klar machen sollen, dass es sich um ein Zeichen handelt.

Sortierung von Zeichen und Superzeichen

— Wie setzen voraus, dass unsere Alphabete sortiert sind, es also eine lineare Ordnung
auf X gibt.

— Diese iibertrégt sich auf Superzeichen, in dem diese »wie im Telefonbuch« sortiert wer-
den: [aac] < [aba] < [abc] < [def].

... und Superstrings
Fasst man in einem String je drei Zeichen zu einem Superzeichen zusammen, so erhélt man
einen Superstring.

Definition: Superstring

Sei w € 23" ein Wort. Dann ist der Superstring zu w € (23)" das Wort, das entsteht, wenn
man je drei Zeichen von w zu einem Superzeichen zusammenfasst.

Ist die Ldnge von w nicht durch 3 teilbar, so erginzen wir am Ende von w noch »Null-
Zeichen, bis dies der Fall ist.

Beispiel

— Aus dem Wort »anfang« wird der Superstring »[anf][ang]« der Linge 2.
— Aus dem Wort »fang« wird der Superstring »[fan][g00]« der Lédnge 2.

Die Alphabete von Superstrings

Ein Problem

Durch die Rekursion werden vom Algorithmus erst Superstrings, dann Supersuperstrings
und spiter Supersuper. .. superstrings gebildet: Der ganze Faust ist irgendwann nur ein Zei-
chen. Dadurch entstehen gigantische Alphabete und man kann nicht mehr zwei Supersu-
per. .. superzeichen in Zeit O(1) vergleichen.

Die Losung
Normalerweise sind die Alphabete (wie ascm oder Unicode) konstant. Der pc3-Algorithmus
arbeitet hingegen lieber mit dem Alphabet {0,...,|w|}, also mit »Zahlen« als »Zeichen«.

Dies ist keine Einschrinkung, denn ein String der Lidnge |w| kann nicht mehr als |w| Zeichen
enthalten und wir konnen die vorhandenen Zeichen zunichst sortieren.

Beispiel
Den String aaxb € £* kann man darstellen als (1,1,3,2) € {0,...,4}*, da in dem String die
Zeichen a, b und x vorkommen und diese sortiert sind: a < b < x.

Beispiel
Den Superstring [nfa][ng0] [fan][g00] kann man darstellen als (3,4, 1,2) € {0,...,4}*, da gilt
[fan] < [g00] < [nfa] < [ng0].

In den folgenden Beispielen werden trotzdem weiter Buchstaben verwendet, infern rechnet
der Algorithmus aber mit Zahlen.
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4.2 Der DC3-Algorithmus

Erster Schritt des DC3-Algorithmus: Rekursion auf geeignete Superstrings.
Der rekursive Aufruf bei DC3

1. Bilde den Superstring R; von w ohne sein erstes Zeichen.
2. Bilde den Superstring R, von w ohne seine ersten beiden Zeichen.
3. Berechne (rekursiv) den Suffix-Array S des verketteten Superstrings Ry R;.

Beispiel: Das Wort »anfang«

1. R| = [nfa][ng0].
2. R, = [fan][g00].
3. Der Suffix-Array von [nfa][ng0][fan][g00] lautet:

- Die Suffixe sind [nfa][ng0][fan][g00], [ng0][fan][g00], [fan][g00], [g00] und &.
— Sortiert sind dies &, [fan][g00], [g00], [nfa][ng0][fan][g00] und [ng0][fan][g00].
— Also ist der Suffix-Array [5,3,4,1,2].

Was den Superstring R R, so besonders macht.

Lemma
Die Suffixe von R1R; sind in derselben Reihenfolge wie die Suffixe von w an den taktlosen
Stellen.

Suffixe von »anfang«:
€
anfang
ang
fang

o
o

Suffixe von [nfa][ng0][fan][g00]:
€
[fan][g00]
[200]

4.2.4 Schritt 2: Sortierung der taktvollen Suffixe

Die Rénge der Suffixe

Definition: Rang eines Suffix
Der Rang eines Suffix gibt an, wie viele Suffixe des Wortes lexikographisch kleiner sind.
Der taktlose Rang gibt an, wie viele taktlose Suffixe lexikographisch kleiner sind. Fiir den

taktlosen Rang des bei Stelle i beginnenden Suffix schreiben wir r;; und setzen ry, | = ry42 =
0.

Der Rang des i-ten Suffix ist damit die Stelle im Suffix-Array, an der i auftaucht.

Beispiel: Rédnge der Suffixe von »anfang«
Buchstaben a n f a n g
Stelle 1 2 3 4 5 6
Rang 1. 5. 3. 2. 6. 4

Beispiel: Taktlose Range der taktlosen Suffixe von »anfang«
Buchstaben a n f a n g
Stelle (i) 1 2 3 4 5 6
Taktloser Rang (7;) 3. 1. 4. 2.

415
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4.2 Der DC3-Algorithmus

Taktlose Range von taktlosen Suffixen
Die taktlosen Rénge der taktlosen Suffixe von w ergeben sich aus dem Suffix-Array von R| R,
wie folgt:

1. Jedem taktlosen Suffix entspricht genau eine Stelle in R R».
2. Im Suffix-Array von R| R, kommt diese Stelle an einer Position i vor.
3. Dann ist der gesuchte Rang gerade i — 1.

Beispiel

Der Suffix-Array von »[nfa][ng0][fan][g00]« ist [5,3,4, 1,2]. Hieraus ergibt sich:
Buchstaben a n f a n g
Stelle 1 2 3 4 5 6
Taktloser Rang 3. 1. 4. 2.

Beispielsweise gilt:

— Das taktlose Suffix »nfang« entspricht »[nfa][ng0][fan][g00]«, dem ersten Suffix von
RR;, welches an Position 4 vorkommt.

— Das taktlose Suffix »fang« entspricht »[fan][g00]«, dem dritten Suffix von R|R;, wel-
ches an Position 2 vorkommt.

Zweiter Schritt des DC3-Algorithmus: Sortierung der taktvollen Suffixe
Die lexikographische Sortierung der taktvollen Suffixe ermittelt man nun wie folgt:

1. Bilde fiir jede taktvolle Position i das Paar (wli], riy1).
2. Sortiere die Paare mittels Radix-Sort in linearer Zeit.

Beispiel

Buchstaben a n f a n g

Stelle 1 2 4 5 6

Taktloser Rang 3. 1 4. 2

Paare (a,3) (a,4)

Sortierung (a,3) (a,4)

Beispiel

Buchstaben a n f a e n g e r
Stelle 1 2 3 4 6 7 8 9
Taktloser Rang 4. 3. 1. 5. 2. 6.
Paare (a,4) (a,1) (2.2)
Sortierung (a,1) (a,4) (g,2)

Zusammenfassung bis hierher
Der Algorithmus hat bis jetzt Folgendes berechnet:

1. Eine Sortierung der taktlosen Suffixe untereinander.
2. Eine Sortierung der taktvollen Suffixe untereinander.
3. Die taktlosen Ringe der taktlosen Suffixe.

Ziel ist es nun, daraus die Sortierung aller Suffixe zu ermitteln.
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4.2 Der DC3-Algorithmus

4.2.5 Schritt 3: Verschmelzung

Das Konzept des Vorrangs

Definition: Vorrang
Gegeben seien eine taktlose Stelle i und eine taktvolle Stelle . In folgenden Fille hat i Vor-
rang:

1. Stelle i+ 1 ist taktlos und (wli], rir1) < (W[t], ri41).
2. Stelle i+ 2 ist taktlos und (w[i],w[i+ 1],riy2) < (W[t],w[t + 1], 7142) gilt.

Anderenfalls hat ¢ Vorrang.

Beispiel
Buchstaben a n f a e n g e r
Stelle 1 2 3 45 6 7 8 9
Taktloser Rang 4. 3. 1. 5 2. 6

— Die taktlose Stelle 3 hat Vorrang vor der taktvollen Stelle 7, da (f,a,1) < (g,¢,6).
— Die taktlose Stelle 2 hat keinen Vorrang vor der taktvollen Stelle 7, da (n,3) > (g,2).

Zentrale Eigenschaft des Vorrangs

Lemma
Eine taktlose Stelle i hat genau dann Vorrang vor einer taktvollen Stelle t, wenn w; < wy.

Beweis. Wir zeigen zwei Richtungen:

1. Stelle i habe Vorrang vor . Ist i + 1 taktlos und (w[i], ri+1) < (w[t], r++1) so ist entweder
wli] < wt] und damit auch w; < w; oder w[i] = wt] und r;+1 < r;11 und somit ebenfalls
wi; < Wy.

Ist i + 2 taktlos und (w[i],w[i + 1],ri42) < (w[t],w[t 4+ 1],7142), so argumentiert man
genauso.

2. Es gelte w; < w;. Dann gibt es zwei Fille: Ist i 4 1 taktlos, so ist entweder w[i] < wit]
oder w[i] = w[t] und wi+; < wyy1 und somit riy < ry11. Damit hat i Vorrang,.

Ist hingegen i + 2 taktlos, so sicht man mit einem dhnlichen Argument, dass (wli], w[i+
1], riz2) < (wt],w[t + 1], r,42) und somit i wieder Vorrang hat. O

Der DC3-Algorithmus
Schritt 3: Verschmelzung der Listen

Verschmelzung der Listen
Verschmelze die sortierten Listen L und 7 der taktlosen und der taktvollen Suffixe wie folgt:

M < empty list
while neither L nor T is empty do
if first element of L has precedence (Vorrang) then
remove first element of L and append it to M
else
remove first element of T and append it to M

append remaining elements of L or T to M
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4.2 Der DC3-Algorithmus

Zwei Beispiele fiir die Verschmelzung in Aktion

Beispiel
Buchstaben a n f a n g
Stellen 1 2 3 4 5 6
Taktloser Rang 3. 1. 4. 2.
T: anfang, ang
L: fang, g, nfang, ng
M:
Vorrang »anfang« an Stelle 1 wegen (a,n,1) < (f,a,4).
T: ang
L: fang, g, nfang, ng
M: anfang
Vorrang »ang« an Stelle 4 wegen (a,n,2) < (f,a,4).
T:
L: fang, g, nfang, ng
M: anfang, ang
Kopiere den Rest.
T:
L:
M: anfang, ang, fang, g, nfang, ng
Fertig.
Beispiel
Buchstaben a n f a e n g e r
Stelle 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Taktloser Rang 4. 3. 1. 5 2. 6
T: aenger, anfaenger, ger
L: enger, er, faenger, nfaenger, nger, r
M:
Vorrang »aenger« an Stelle 4 wegen (a, 1) < (e,5).
T: anfaenger, ger
L: enger, er, faenger, nfaenger, nger, r
M: aenger
Vorrang »anfaenger« an Stelle 1 wegen (a,4) < (e,5).
T: ger

L: enger, er, faenger, nfaenger, nger, r
M: aenger, anfaenger
Vorrang »enger« an Stelle 5 wegen (e,5) < (g,2).
T: ger
L: er, faenger, nfaenger, nger, r
M: aenger, anfaenger, enger
Vorrang »er« an Stelle 8 wegen (e,6) < (g,2).
T: ger
L: faenger, nfaenger, nger, r
M: aenger, anfaenger, enger, er
Vorrang »faenger« an Stelle 3 wegen (f,a,1) < (g,e,6).
T: ger
L: nfaenger, nger, r
M: aenger, anfaenger, enger, er, faenger
Vorrang »ger« an Stelle 7 wegen (g,2) < (n,3).
T:
L: nfaenger, nger, r
M: aenger, anfaenger, enger, er, faenger, ger
Kopiere den Rest.
T:
L:
M: aenger, anfaenger, enger, er, faenger, ger, nfaenger, nger, r
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Fertig.

Zusammenfassung der Geschwindigkeit des DC3-Algorithmus.
Die Laufzeit T (n) des Algorithmus bei Worten der Linge n errechnet sich wie folgt:

1. Die Bestimmung des Strings R R, im ersten Schritt benétigt Zeit O(n). Die Rekursion
benétigt Zeit T(%n) Die Bestimmung der taktlosen Rénge benotigt wieder Zeit O(n).

2. Die Sortierung der taktvollen Suffixe mittels Radix-Sort benotigt O(n) Zeit.

3. Die Verschmelzung benétigt O(n) Zeit.

Dies liefert die Rekursionsgleichung
T(n)=T(3n)+0(n).
Das Master-Theorem liefert (wegen Herrschaftsexponent # = logs, /2(1) = 0 und Teilungs-

exponent t = 1), dass 7'(n) = @(n) gilt.

Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Suchen in langen Texten Erstellung von Suffix-Arrays

Entwurfsmethode Indizierung Teilen-und-Herrschen

1

& o Suffix-Arrays pc3-Algorithmus

Analysemethode Zeitanalyse Master-Theorem
Platzanalyse

Suche nach v Lineare Laufzeit

in O(|v| +log|w|)
GroBe |w| bis 4|w|

Suffix-Array
Der Suffix-Array von w ist der Array der Startpositionen der Suffixe von w in lexikographi-
scher Reihenfolge.

Satz
Der Suffix-Array von w ldsst sich in Zeit O(|w|) berechnen mittels des pc3-Algorithmus.

Zum Weiterlesen

[1] Juha Kirkkéinen, Peter Sanders, Stefan Burkhardt, Linear Work Suffix Array Con-
struction, Journal of the ACM, 53(6):918-936, 2006.

Dieser Artikel beweist, dass man nicht immer hochkomplexe Mathematik braucht, um es in das
Journal of the aAcMm zu schaffen — das »Nature« oder »Science« der Informatik. Der Beweis der
Korrektheit des in dem Artikel vorgestellten pc3-Algorithmus passt auf drei (!) Zeilen und eine
vollstindige (!) Implementation des Algorithmus ist im original C++-Code auf 82 Zeilen ange-
geben. Tatsdchlich ist der Artikel erschienen gerade weil der vorgestellte Algorithmus so einfach
ist; insbesondere dann, wenn man ihn mit den komplexen Ideen fritherer Verfahren vergleicht.
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ie Eei, a ee eie eie eua aueie, i i a eu. eiieeie i e i iee iee oioa, ie oae eia euae.

Nicht verstanden? Probieren Sie es mal hiermit:

D rknntns, dss Txt n gwssn Rdndnz fwsn, st ncht gnz n. Bsplsws st s n vin Schrftsystmn ptnl, d
VKl nfch wgzlssn.

Die beiden Textbeispiele lehren uns einiges dariiber, wie viel Information eigentlich in einem
Text steckt. Wie man sieht, kann man bei vielen Worten einfach die Vokale weglassen und
versteht noch immer recht gut, was gemeint ist (wie bei »Schrftsystmn«). Man konnte auch
sagen, dass die eigentliche Information »in den Konsonanten« steckt. Viele Schriftsysteme
machen sich dies zu Nutze und lassen die Vokale in der Regel ganz weg.

Die Textbeispiele lehren uns auch, dass die normale Art, einen Text zu speichern — ndmlich
als String, wo pro Zeichen ein oder zwei Byte spendiert werden — nicht besonders effizient
ist. Man kann Texte komprimiert speichern, ohne dabei irgendetwas an der Bedeutung zu
dndern.

Die Welt der Kompressionsalgorithmen ist ausgesprochen grof8. Wenn Sie in Theoretischer
Informatik gut aufgepasst haben, dann wissen Sie beispielsweise, dass Kolmogorov das Kon-
zept des ultimativen Kompressionsalgorithmus eingefiihrt hat. Die Kolmogorov-Kompression
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ist beweisbar die beste liberhaupt mogliche — und leider konnen wir auch beweisen, dass sie
nicht berechenbar ist (und damit vom praktischen Standpunkt eher weniger geeignet). Es gibt
damit ein »ideales Verfahren«, das wir nie werden erreichen konnen; jedoch kann man sich
alle paar Jahre einen neuen Algorithmus ausdenken, der ein bisschen néher an die Qualitit
einer Kolmogorov-Kompression herankommt.

Sie kennen sicherlich schon das Konzept der Huffman-Kodierung, bei der lediglich die Zei-
chen einzeln moglichst kurz aufgeschrieben werden. Jedoch nimmt die Huffman-Kodierung
keine Riicksicht auf die Reihenfolge der Buchstaben und diese ist sicherlich nicht ganz un-
wichtig.

Wesentlich besser als die einfache Huffman-Kodierung sind worterbuchbasierte Algorith-
men wie der von Lempel, Ziv und Welch. Diese bauen wihrend sie einen Text lesen eine
Art »Worterbuch« auf. Wenn ein Wort dann ein zweites Mal auftaucht, wird es nicht wieder
komplett hingeschrieben, sondern nur ein Verweis auf die Stelle im Worterbuch vermerkt.
Dies kann, wenn das Worterbuch nicht zu grof ist, sehr platzeffizient sein.

Eine erstaunliche Neuerung in der Welt der Kompressionsalgorithmen war zweifelsohne die
Idee, eine Burrows-Wheeler-Transformation fiir die Kompression von Texten zu nutzen. Was
das genau ist und wie das genau geht, wird hoffentlich im Laufe dieses Kapitels klar werden;
es sei nur jetzt schon erwihnt, dass Suffix-Arrays eine entscheidende Rolle spielen werden.

5.1 Einfdhrung

Manche Zeichen sind wichtiger als andere.

Zur Diskussion
Welche Zeilen aus einem Stiick verbergen sich hinter den folgenden Zeilen?

ae u, a! iooie,
uiee u eii,

U eie au eooie!
uau ui, i eie eii.

Zur Diskussion
Und hinter diesen?

Hb nn, ch! Phlsph,

Jrstr nd Mdcn,

nd 1dr ch Thlg!

Drchs stdrt, mt hBm Bmhn.

Die Ziel der Textkompression.

Die Idee
Ziel einer Textkompression ist es, einen String mit moglichst wenig Bits zu speichern.

Die Formalisierung
Sei X ein Alphabet (wie asci oder unicopEg). Ein Kompressionsverfahren ist ein Paar von
Funktionen:

1. Der Kompressionsfunktion K : £* — {0,1}* und
2. der Dekompressionsfunktion D: {0,1}* — X*.

Hierbei muss gelten D(K (w)) = w fiir alle w € £*.

Beispiele von Programmen, die Kompressionsverfahren implementieren, sind gzip,bzip2,
rar und viele andere.

5-4
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Winschenswerte Eigenschaften von Kompressionsverfahren.

. Die Bitstrings K (w) sollten méglichst kurz sein.

. Die Bitstrings K (w) sollten fiir in der Praxis hcufige w besonders kurz sein.
. Die Berechnung von K sollte schnell sein.

. Die Berechnung von D muss schnell sein.

A W N =

Beispiel: Vergleich von Kompressionsverfahren
Originaldatei ist faust . txt mit 203.693 Zeichen.

compress gzip bzip2

GroBe komprimierter Faust 88.817 82.922 64.257
Prozent von Originalgrofle 44% 41% 32%
Zeit zum Komprimieren Tms 25ms 32ms
Zeit zom Dekomprimieren 4ms 4ms 16ms

5.2 Zeichenweise Kompression
5.2.1 Dieldee

Zeichenweise Kompression: Die Idee

Ein besonders einfaches Kompressionsverfahren ist die zeichenweise Kompression: Fiir je-
des Zeichen des Alphabets wihlt man (moglichst geschickt) einen Bitstring aus. Dann schreibt
man fiir die einzelnen Buchstaben eines Wortes die zugehorigen Bitstrings einfach hinter-
einander weg. Wenn man die Bitstrings geeignet gewihlt hat, kann man aus der Bitfolge
auch das Ursprungswort eindeutig rekonstruieren.

Beispiel
Sei X = {a,b,c} und kodieren wir a als 0, weiter b als 10 und schlieBlich ¢ als 11, so ergibt
sich

Wort  Bitstring (komprimiertes Wort)

aa 00

bb 1010

aabc 001011

5.2.2 Huffman-Kodierung

Die Methode von Huffman

Big Idea
Buchstaben, die in einem Text besonders hiufig vorkommen, sollten durch einen kurzen
Bitstring kodiert werden.

Die Methode von Huffman

1. Ermittle fiir jedes Symbol o € X, wie hiufig es in w vorkommt.

2. Bilde einen »Wald« wie folgt: Fiir jedes Symbol ¢ € X fiige einen »Baum« ein, der nur
aus einem Knoten besteht und dessen Wurzel mit der Haufigkeit beschriftet ist.

3. Wiederhole nun Folgendes, so lange es noch mehr als einen Baum im Wald gibt:

3.1 Finde zwei Bdume mit minimalen Beschriftungen an den Wurzeln.

3.2 Fasse diese zu einem Baum zusammen, indem ein neuer Wurzelknoten hinzuge-
fligt wird, der mit der Summe der Beschriftungen beschriftet wird.

3.3 Beschrifte eine der neuen Kanten mit O und die andere mit 1.

4. Der Bitstring fiir ein Zeichen o ist nun die Folge der Bits entlang des Wegs von der
Wurzel zu dem Symbol.
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Beispiel der Berechnung einer Huffman-Kodierung
Sei £ ={a,b,c,d,e, f} und w = afaadeaadeb.

Minimal sind ¢ und &

©

Wald mit initialen Haufigkeiten

@C;)@C?@C;)

O
- @.

O

~©
~©
-~

Schritt 3 Schritt 4

Q/ Q/O1
C?OC? O

b c

b

Nog
~©

O
-Q~

Schritt 6

@%10 1 010
OC)/
@00995 oooo

1 OOOO 0001 010 011 001

Schritt 5

K(w)=100111010011110100110000 (plus die Kodierungstabelle)

Wie gut ist die Huffman-Kodierung?
Man kann zeigen:

» Satz
Unter allen zeichenweisen Kodierungen eines Wortes, bei denen kein kodierender Bitstring
Priifix eines anderen ist, liefert die Huffman-Kodierung die kiirzeste Kodierung.

5.2.3 Move-To-Front-Kodierung

Wie man die Haufigkeit von Buchstaben erhéht
Das Problem

— Betrachten wir das Wort

ababababcdcdcdcd
— Hier kommen alle Buchstaben gleichhdiufig vor, weshalb die Huffman-Kodierung nichts
bringt.
Das Ziel

— Wir wiirden gerne das Wort schreiben als
12121212*12121212

wobei das Sternchen dafiir steht »ab hier dndern 1 und 2 ihre Bedeutung«.
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54 Kompression von Zeichenwiederholungen

— Jetzt kommen 1 und 2 sehr oft vor, das Sternchen hingegen nur einmal, weshalb sich
das Wort gut Huffman-kodieren lésst.

Die Move-To-Front-Kodierung
Big Idea
— Bilde eine Tabelle aller Zeichen von X.

— Kodiere ein Zeichen als seine Position in der Tabelle, ...
— ...und bewege es dann an den Anfang der Tabelle.

Beispiel
Tabelle
Wort Kodierung 1 2 3 4
ababcdcd a b ¢ d
ababcded 1 a b ¢ d
ababcded 12 b a ¢ d
ababcded 122 a b ¢ d
ababcded 1222 b a ¢ d
ababcded 12223 c b a d
ababcded 122234 d ¢ b a
ababcded 1222342 c d b a
ababcded 12223422 d ¢ b a

5.3 Kompression von Zeichenwiederholungen
5.3.1 Dieldee

Die Idee der Kompression von Zeichenwiederholungen

Big Idea
Das Wort Toooooooooooooor! lisst sich kodieren als To'4r!.

Bei einer Kompression von Zeichenwiederholungen wird eine hiufige Wiederholung eines
einzelnen Zeichens ersetzt durch die Anzahl der Wiederholungen gefolgt von dem Zeichen.

5.3.2 Run-Length-Kompression

Varianten von Run-Length-Kompression.

— Eine Run-Length-Kompression komprimiert Zeichenwiederholungen.

— Dasich aber viele Zeichen gar nicht wiederholen, muss man auch »Nicht-Wiederholung«
effizient kodieren konnen.

— Die Verfahren unterscheiden sich darin, wie dies geschieht.

Variante 1: Escape-Zeichen

— Man fiihrt ein spezielles »Escape«-Zeichen ein.
— Nur wenn diese Zeichen kommit, so folgt ein Zeichen und eine Anzahl von Wiederho-
lungen.

Beispiel
. &} o]
Aus Toooooore!!!! wird T Zo6reZ!4.

Variante 2: Sonderzeichen fir die Anzahl

— Man fiihrt zwei neue Symbole ein: Die Sonder-Null (0) und die Sonder-Eins (1).

— Folgt einem Zeichen eine Folge von Sonder-Nullen und -Einsen, so gibt diese Folge den
Bindircode der Anzahl der Wiederholung an.

— Da so eine Folge immer mit einer Sonder-Eins anfangen wiirde, 14sst man diese weg.

Beispiel
Aus Toooooor!!!! wird To10re!00, denn 10 steht fiir 6 = 110, und 00 steht fiir 4 = 100,.

Dieses Verfahren ist besonders in Verbindung mit einer Huffman-Kodierung sinnvoll.
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5.4 Suffixbasierte Kompression
5.4.1 Dieldee

Suffixbasierte Kompression: Die Idee
Die Probleme

— Zeichenbasierte Kodierungen nehmen keine Riicksicht auf die Reihenfolge der unter-
schiedlichen Zeichen.
So ist »informatik« viel wahrscheinlicher als »amniifktr«; nach »anfan« kommt viel
eher ein »g« als ein »X«.

— Bei der Kompression von Wiederholungen muss genau ein Zeichen sich wiederholen.
Sie bringt nichts bei abababababab.

Die Lésung

— Man untersucht das Wort global, indem wir seinen Suffix-Array berechnen.

— Mittels des Suffix-Arrays dndern wir die Reihenfolge der Buchstaben des Wortes.

— Das neue Wort enthdilt dieselbe Information wie das Ursprungswort und hat dieselbe
Liinge, es lasst sich aber besser komprimieren.

5.4.2 Burrows-Wheeler-Transformation

Die Burrows-Wheeler-Transformation wirbelt die Buchstaben eines Wortes
durcheinander.

Definition

Seiw € £* ein Wort. Die Burrows-Wheeler-Transformation von w ist ein um einen Buchsta-
ben lidngeres Wort BWT(w), das wie folgt bestimmt werden kann:

1. Bilde alle Suffixe von w.
2. Sortiere diese lexikographisch.
3. Ersetze jedes Suffix durch den Buchstaben, der in w direkt vor diesem Suffix kommz.

Beispiel: Die Burrows-Wheeler-Transformation von w = anfang

1. Die Suffixe 2. Sortierung 3. Ersetzung

anfang € g
nfang anfang 2
fang ang f
ang fang n
ng g n
g nfang a
€ ng a

Also ist BWT (anfang) = g"\funaa.

& Zur Ubung

Berechnen Sie BWT (annanas).

Erste Beobachtungen: Die Burrows-Wheeler-Transformation lasst sich gut
komprimieren

— Aus anfang wird g\fnnaa.

— Hier kommen nun dieselben Buchstaben mehrfach hintereinander vor, was fiir eine
Run-Length-Kompression besonders niitzlich ist.

— Das ist kein Zufall, denn wenn ein Teilwort wie »hdufig« in einem Text mehrfach vor-
kommt, so wird vor allen mit »dufig « anfangenden Suffixe (fast) immer ein »h« stehen.
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Zweite Beobachtungen: Die Burrows-Wheeler-Transformation ist umkehrbar.
Hinter der Umkehrung der Burrows-Wheeler-Transformation stecken folgende Ideen:

Big Idea

— Man stelle sich die Buchstaben von BWT(w) als Spalte vor.

— Jede Zeile ist nun der Anfang eines Suffix.

— Sortiert man die Zeilen stabil, so sind die Zeilen nun gerade die Anfinge der sortierten
Suffixe.

— Dabher gibt die Sortierreihenfolge fiir jedes Suffix an, welches Suffix sein Vorgdnger in
w ist.

Beispiel der Umkehrung der Burrows-Wheeler-Transformation

Die stabile Sortierung. . . ... gibt die Vorgangersuffixe an

g £ A anfang g ¢

A anfang a nfang A anfang )
f ang a ng f ang

n fang f ang n fang (
n g g € n g

a nfang n fang a nfang

a ng n g a ng

Geschwindigkeit der Burrows-Wheeler-Transformation

Satz
Sowohl die Burrows-Wheeler-Transformation wie auch ihre Umkehrung lassen sich in Zeit
O(n) berechnen.

Beweis. Das Wort BWT(w) ergibt sich unmittelbar aus dem Suffix-Array von w. Dieser
kann aber mit dem DC3-Algorithmus in Zeit O(n) berechnet werden.

Um die Umkehrung zu berechnen, muss man die Buchstaben von BWT(w) stabil sortieren,
was mittels Radix-Sort in Zeit O(n) moglich ist, und danach die ermittelte Permutation
einmal durchlaufen. O

54.3 Seward-Kompression

Die Kompression nach Seward in bz ip2.
Das Programm bzip?2 fiihrt (etwas vereinfacht) folgende Schritte zur Kompression eines
Wortes w durch:

. Berechne die Burrows-Wheeler-Transformation von w.

. Kodiere diese neu mittels einer Move-To-Front-Kodierung.

. Fiihre darauf eine Run-Length-Kompression mittels Sonderzeichen fiir Anzahlen durch.
. Fiihre eine Huffman-Kodierung durch.

AW N =

Die Dekomprimierung invertiert all diese Schritte.
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5.5 *Worterbuchbasierte Kompression
5.5.1 Dieldee

Worterbuchbasierte Kompression: Die Idee

Big Idea
Statt einzelnen Zeichen kodieren wir grofiere Teilworte. Diese Teilworte stehen in einem
Waérterbuch. Ein Wort wird dann kodiert als Folge von Positionen der Teilworte in dem Wor-
terbuch. Das Worterbuch ist nicht fest, sondern wird dynamisch in Abhdngigkeit des Textes
gebaut.

5.5.2 Lempel-Ziv-Welch-Kompression
Die Methode von Lempel-Ziv-Welch
Die Methode von Lempel, Ziv und Welch beruht auf zwei Ideen:

Das Worterbuch
Das Worterbuch ist ein dynamisch wachsender Array A von Worten iiber X (also grob ein
Array<String>). Anfangs enthilt der Array fiir jedes Symbol genau einen Eintrag.

Die Kodierungsparchen
Ein Kodierungspdrchen ist ein Paar (i, o), wobei

— i der Index eines Wortes A[i] ist und
— o ein Symbol ist.

Die Bedeutung eines solchen Parchens ist:

1. Seine Dekodierung ist Ali]o (also A[i] gefolgt von o).
2. Das Worterbuch wird um den neuen Eintrag A[i]o erweitert.

Beispiel eine Lempel-Ziv-Welch-Kompression
Sei X = {a,b,c,d,e, f} und w = afaadeaadeb.

Anfangswérterbuch
i 0 1 2
C

4 5
Ali] a b e f

3
d
Wort: afaadeaadeb

Kodierungspirchen: noch keine

af neuim Worterbuch
i 0 1 2
Ali] a b ¢
Wort: afaadeaadeb
Kodierungspérchen: (0, f)

aa neu im Wérterbuch
i 0 1 2
C

Ali]l] a b f af aa

Wort: afaadeaadeb
Kodierungspirchen: (0, f)(0,a)
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Zusammenfassung dieses Kapitels

de neuim Woérterbuch
i 0 1 2
C

4 5 6 7 8
Ali] a b e

f af aa de

Wort: afaadeaadeb
Kodierungspirchen: (0, £)(0,a)(3,e)

aad neu im Worterbuch
i 0 1 2
C

4 5 6 7 8 9
Ali] a b e

f af aa de aad

Wort: afaadeaadeb
Kodierungspérchen: (0, £)(0,a)(3,¢)(7,d)

eb neu im Worterbuch

4 5 6 7 8 9 10
e f af aa de aad eb

Wort: afaadeaadeb
Kodierungspérchen: (0, f)(0,a)(3,¢)(7,d)(4,b)

Die Kodierungspérchen werden dann jeweils noch mit moglichst wenig Bits kodiert. Bei
ascr beispielsweise: [log, (aktuelle GroBe von A)] + 8 Die so kodierten Pérchen kénnen
dann einfach hintereinanderweg stehen.

Zusammenfassung dieses Kapitels

5-26 Problemstellung Kompression von Texten Kompression von Texten
Entwurfsmethode Entropiebasierte Kodierung Text-Transformation
Huffman-Kodierung Seward-Kodierung

Huffman-Baum

Analysemethode Worst-Case-Analyse Heuristische Analyse

Klassifikation Optimale Codelidnge unter Heuristisch gute Kompressionsrate
préfixfreien Kodierungen

» Huffman-Kodierung
Ersetze jedes Zeichen eines Textes durch die Bits entlang des Pfades im Huffman-Baum.

» Move-To-Front-Kodierung
Ersetze jedes Zeichen eines Textes durch seine Position in einer Tabelle und bewege es an
den Anfang der Tabelle.

P Kompression von Zeichenwiederholungen (Run-Length-Kompression)
Fiihre neue Zeichen 0 und 1 ein und schreibe statt den Wiederholungen nur deren Anzahl
binér mittels 0 und 1 auf (lasse die fiihrende 1 weg).
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5.6 Ubungen zu diesem Kapitel

» Burrows-Wheeler-Transformation

Bilde den Suffix-Array eines Wortes w und ersetze jedes Suffix durch das Zeichen, das in w
vor diesem Suffix kommt.

Seward-Kodierung (bzip2)
Bei Eingabe w tue:

1. Wende die Burrows-Wheeler-Transformation an.
2. Wende Move-To-Front an.

3. Wende eine Run-Length-Kompression an.

4. Wende die Huffman-Methode an.

(Tatsédchlich fithrt bz ip2 noch eine iliberfliissige Run-Length-Kompression vorneweg aus
und benutzt mehrere Huffman-Biume gleichzeitig.)

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 5.1 Linge einer Run-Length-Kompression, mittel
Das Wort w habe die Form a"b™c”d?, wobei a,b,c,d € X und n,m, p,q > 2 gelte.
1. Wie lang ist die Run-Length-Kompression von w bei der Variante mit Sonder-Null und Sonder-
Eins (das Alphabet ist also £ = {a,b,c,d,0,1}?
2. Wie viele Bits bendtigt die Huffman-Kodierung (ohne Kodierungstabelle) dieser Run-Length-
Kompression, wenn die Sonder-Null und die Sonder-Eins dhnlich oft vorkommen?
3. Wie viele Bits benétigt die Huffman-Kodierung, wenn die Zahlen n, m, p und q alles Zweier-
Potenzen sind?

Ubung 5.2  Effekt einer Move-To-Front-Kodierung, einfach

Das Wort w habe die Form a"b"cPa’, wobei a,b,c € £ und n,m, p,q > 2 gelte. Geben Sie die Move-
To-Front-Kodierung von w an.

In den folgenden Ubungen geht es um die Frage, wie gut verschiedene Kompressionsverfahren Wor-
te komprimieren, die nur aus Wiederholungen eines kurzen Wortes bestehen. Beispielsweise besteht
ababababab aus fiinf Wiederholungen von ab. Formal geht es also um Worte w der Form " (das be-
deutet »w besteht aus n vielen Wiederholungen von u«), wobei die Linge m von u mindestens 2 sein
soll und alle Zeichen von u sollen unterschiedlich sein. Das Wort w hat also Lange mn und wir stellen
uns vor, dass n viel grofer als m ist.

Ubung 5.3  Burrows-Wheeler-Transformation sich wiederholender Worte, mittel
Sei w = u" mit |u| =m > 1 und alle Buchstaben in u seien unterschiedlich. Geben Sie die Burrows-
Wheeler-Transformation von w zunichst fiir ein Beispiel und dann allgemein an.

Tipp: Fiihren Sie eine Bezeichnung fiir die Liste der in # vorkommenden Buchstaben in sortierter
Reihenfolge ein.

Ubung 5.4 Kodierungslange sich wiederholender Worte, schwer
Sei w = " mit |u| = m > 1 und alle Buchstaben in u seien unterschiedlich.

1. Wie viele Bits (ohne Kodierungstabelle) benétigt die Huffman-Kodierung von w?

2. Wie viele Bits (hier geniigt die O-Klasse) bendtigt die Seward-Kompression von w? Benutzen
Sie dazu die Ergebnisse von Ubungen 5.3, dann von 5.2 und dann von 5.1.

3. ﬁberpriifen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie eine Datei, die aus einer Million mal ab besteht, mittels
bzip2 komprimieren.
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Teil 1l

Online-Probleme

Um ein mogliches Missverstindnis gleich von vornherein auszurdumen: Das »Online« in
»Online-Probleme« hat nicht mit »online« zu tun. Wenn heutzutage von »online« die Rede
ist, dann denken wir unwillkiirlich an Internet-Zuginge, das World-Wide-Web oder soziale
Netzwerke wie Facebook. Uber die Jahre erweitert sich der Begriff immer weiter — aus dem
Web ist erst das Web 2.0 geworden und nun gerade das Web 3.0; das Wort »Facebook« kennt
meine Rechtschreibkorrektur nicht, in ein paar Jahren ist das sicherlich anders — jedoch denkt
kaum jemand bei dem Begriff »online« an das, worum es in diesem Teil der Veranstaltung
gehen soll: Um eine temporale Eigenschaft von Eingabedaten. Insofern ist die Bezeichnung
sicherlich nicht ganz gliicklich gewihlt (wie so viele Bezeichnungen in der Theoretischen
Informatik), jedoch muss zu ihrer Verteidigung gesagt werden, »dass sie zuerst da war«:
Online-Probleme wurden bereits von Theoretikern untersucht als Tim Berners-Lee noch an
seinem Enquire-Programm herumbastelte und noch niemand »online war«.

Bei Online-Problemen geht es darum, dass am Anfang der Berechnung die Eingaben noch
gar nicht vorliegen. Vielmehr muss man, ganz wie im richtigen Leben, Entscheidungen tref-
fen aufgrund der bisher vorliegenden Informationen und dann hoffen, dass die spiter ein-
treffenden Daten diese Entscheidungen rechtfertigen. Wenn einige Entscheidungen getroffen
wurden, kommen zusitzliche Daten, so dass man sich wieder entscheiden muss, und so fort.

Ein klassisches Beispiel eines Online-Problems ist das Caching-Problem: Bekanntermaf3en
ist im Hauptspeicher eines Rechners nicht genug Platz, um den unglaublichen Bedarf an
virtuellem Speicher von allen Prozessen eines Systems zu befriedigen. Die Losung ist, dass
eben nur ein kleiner Teil des virtuellen Speichers real im Hauptspeicher liegt. Solang der
Prozessor nur auf dieses Teil zugreift, ist alles prima. Wenn aber dann ein Datum aus dem
virtuellen Speicher bendtigt wird, das noch nicht im Hauptspeicher liegt, so muss dieses
geladen werden und dafiir ein anderes Datum im Hauptspeicher iiberschrieben werden. Die
spannende Frage ist nun, welches Datum man iiberschreiben sollte. Idealerweise natiirlich
eines, das nie wieder oder zumindest moglichst lange nicht mehr gebraucht werden wird.
Genau dies ist aber eine temporale Eigenschaft der Daten und wir wissen leider nicht, welche
Daten in der Zukunft gebraucht werden und welche nicht.

Naturgemif} wird das Caching-Problem erst dadurch wirklich schwierig, dass eben nicht
bekannt ist, welche Daten in der Zukunft bendtigt werden. Wiisste man dies (man spricht
dann von der »Offline-Variante«), so ist die Sache wesentlich einfacher und man konnte auch
bessere Ergebnisse erzielen. Da Theoretiker, insbesondere Komplexititstheoretiker, gerne
alles und jedes vermessen, wiissten sie auch gerne, um wie viel genau die Offline-Variante
leichter ist als die Online-Variante. Es wiirde nahe liegen, den Faktor, um den ein Offline-
Verfahren besser ist als ein Online-Verfahren vielleicht den »Offline-Faktor« oder auch den
»Online-Faktor« zu nennen — jedoch ist die offizielle Bezeichnung »kompetitive Rate«. Wie
bereits erwidhnt: Theoretiker sind nicht besonders gut darin, Namen zu vergeben.
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Kapitel 6

Klassifikation: Kompetitive Rate

Was bringt es, wenn man in die Zukunft schauen kann?

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Varianten von Scheduling- und Caching-Problemen 6.1 Einfihrung zu Online-Algorithmen
kennen 6.1.1 Das Ski-Leihen-Problem . . . . . . . ..
2. Greedy-Verfahren zu deren Losung kennen 6.1.2 Klassifikation: Kompetitive Rate
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Kann man in die Zukunft sehen? Es gibt zumindest geniigend Leute, die behaupten, dass sie
es konnen (Nostradamus, Wahrsager, Borsenhéndler). Selbst die seriose Wissenschaft hat
sich dieser Frage bereits angenommen: Seit geraumer Zeit versucht man mittels so genannter
Psi-Experimente zu klidren, ob wir Menschen die Gabe haben, wenigsten eine bisschen in
die Zukunft zu sehen.

Ein besonders interessantes Ergebnis hierzu stammt aus dem Jahr 2010 von Daryl Bem,
der einen Artikel mit dem Titel Feeling the Future: Experimental Evidence for Anomalous
Retroactive Influence on Cognition and Affect, erschienen im Journal of Personality and So-
cial Psychology, verdftentlicht hat. Die para-wissenschaftliche Literatur ist voll von solchen
Untersuchungen; das Besondere an dieser Arbeit ist, dass sie in einer anerkannten wissen-
schaftlichen Fachzeitschrift erschienen ist und dass sie den iiblichen Standards geniigt, die
an psychologische Experimente gestellt werden.

Hier die Ergebnisse leicht (aber wirklich nur leicht) verkiirzt zusammengefasst: Bei binéren
Entscheidungsexperimente wurde ein statistisch signifikanter Effekt gemessen, nach dem
insbesondere Minner etwas in die Zukunft sehen konnen, wenn man ihnen als Belohnung
pornographische Bilder in der nahen Zukunft zeigt.

Wie man sich vorstellen kann, hat dieses Ergebnis neben einiger Belustigung auch eine Men-
ge an wissenschaftlichen Einwédnden hervorgebracht. Die Quintessenz ist, dass die statisti-
schen Methoden, die in dem Artikel genutzt wurden, um die vermeintliche Vorhersage der
Zukunft zu beweisen, schlecht sind. Jedoch sind dies genau dieselben Methoden, die auch in
vielen anderen Kontexten genutzt werden, beispielsweise wenn es um das Risiko des Passiv-
Rauchens geht. Der Artikel beweist damit eigentlich nur, dass man solche Methoden viel
kritischer sehen muss als dies iiblich ist. Womit sich wieder der alte Spruch bewahrheitet:
»Traue keiner Statistik, die du nicht selbst gefdlscht hast.«

Was hat das aber alles mit Computern zu tun? In diesem Kapitel geht es um die Frage,

6.3.2 Online-Strategien
6.33 Kompetitive Rate

Ubungen zu diesem Kapitel
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6 Klassifikation: Kompetitive Rate

6.1 Einflihrung zu Online-Algorithmen

was es Computern helfen wiirde, wenn sie in die Zukunft sehen konnten. Wir untersuchen
dazu Online-Algorithmen, welche immer wieder Entscheidungen fillen miissen, die sich in
der Zukunft als eher gut oder doch als weniger gut herausstellen. Ein klassisches Beispiel
sind die von modernen Betriebssystemen genutzten Caching-Algorithmen, die sich im Falle
eines vollgelaufenen Hauptspeichers liberlegen miissen, welche Teile des Hauptspeichers sie
auf die Festplatte auslagern sollten. Idealerweise sollte man natiirlich nicht genau die Teile
auslagern, die man gleich wieder braucht; aber dafiir miisste man eben in die Zukunft sehen
konnen. Um wie viel besser Cache-Algorithmen wiirden, wenn sie dies konnten, wird durch
die kompetitive Rate gemessen.

Was lehren uns die Untersuchungen von Bem in Bezug auf die kompetitive Rate von Caching-
Algorithmen? Vielleicht konnte man Caching-Algorithmen mit einer besseren kompetitiven
Rate bauen, wenn man ihnen eine »geeignete Belohnung« bietet. An pornographischem Ma-
terial herrscht im Internet ja bekanntlich kein Mangel. Zu kldren wire allerdings, worauf
Caching-Algorithmen wirklich stehen.

6.1 Einflihrung zu Online-Algorithmen
6.1.1 Das Ski-Leihen-Problem

Fahren Sie gerne Ski?

Das Ski-Leihen-Problem

Sie beschlieflen, diesen Winter mal wieder Ski zu fahren. Die Skier aus dem letzten Jahr
konnen Sie nicht wieder nutzen, da diese vollkommen unmodisch sind. Es stellt sich die
Frage, ob Sie fiir diese Saison neue Skier kaufen oder leihen sollten: Sie zu kaufen kostet
Sie einmalig 200 Euro, sie zu leihen kostet Sie 10 Euro am Tag. Was sollten Sie tun?

Das Ski-Leihen-Problem als Online-Problem.

Definition: Online-Problem

Bei einem Online-Problem erhilt ein Algorithmus schrittweise Zugriff auf die Elemente
einer Folge von Ereignissen. Nach jedem Ereignis muss der Algorithmus eine (oder mehrere)
Entscheidungen treffen. Das Problem kann Bedingungen angeben, wann die Entscheidungen
korrekt sind (wenn auch nicht unbedingt »gut«). Eine Mafifunktion gibt am Ende an, wie gut
die Entscheidungen waren.

Beispiel: Das Ski-Leihen-Problem als Online-Problem
Ereignisse »Heute brauche ich Skier« und »Saison zu Ende«.
Entscheidungen »Fiir einen Tag leihen«, »kaufen« oder »nichts tun«.
Bedingungen 1. Das »Saison zu Ende« Ereignis kommt genau einmal am Ende.
2. Die Entscheidung »nichts tun« ist erst nach einer »kaufen« Entscheidung
moglich.
MaRl Die Anzahl der »Fiir einen Tag leihen« Entscheidungen mal L plus, falls einmal
die Entscheidung »kaufen« gefillt wurde, K.

Mégliche Online-Algorithmen fiir das Ski-Leihen-Problem.
Strategie A (»reicher Macker«)
Kaufe gleich am ersten Tag.

Strategie B (»kurz probierenc)
Leihe die ersten 5 Tage und kaufe am 6. Tag, wenn bis dahin die Saison nicht zu Ende ist.

Strategie C (»langer probierenc)
Leihe die ersten 19 Tage und kaufe am 20. Tag, wenn bis dahin die Saison nicht zu Ende ist.

Strategie D (»sehr lange probieren«)
Leihe die ersten 39 Tage und kaufe am 40. Tag, wenn bis dahin die Saison nicht zu Ende ist.

Strategie E (»armer Studie«)
Leihe immer.
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6.2 Einfiihrung zu Online-Algorithmen

6.1.2 Klassifikation: Kompetitive Rate

Wie gut sind die Strategien?

Offenbar haben die Strategien alle Vor- und Nachteile. Bei der Strategie des reichen Mackers
kann es sein, dass er 200 Euro ausgibt, obwohl die Saison nur einen Tag hat und 10 Euro
(fiir einmal Leihen) ausgereicht hitte. Er gibt also zwanzig Mal mehr aus als notig. Bei der
Strategie des armen Studies kann es sein, dass er beliebig viel ausgibt (sehr lange Saison),
obwohl 200 Euro ausgereicht hitten.

Zur Ubung

Bestimmen Sie fiir jede der Strategien, »wie schlimm es werden kann«: Um wie viele Mal
hoher konnen die Ausgaben gemif dieser Strategien sein als wirklich notig?

Fiir die Strategie »reicher Macker« ist der Faktor also 20, fiir die Strategie »armer Studie«
sogar oo.

Die kompetitive Rate.

Das Verhiltnis von »Kosten gemidfl der Online-Strategie« versus »Kosten, wenn man die
Ereignisse schon vorher alle kennen wiirde« nennt man kompetitive Rate. Der Name riihrt
daher, dass man die Online-Strategie gegen die beste Offline-Strategie »antreten lasst«.

Definition: Kompetitive Rate
Gegeben seien ein Online-Problem und ein Online-Algorithmus hierfiir. Die kompetitive
Rate des Algorithmus ist das Maximum Uber alle Eingaben von

Mal der vom Online-Algorithmus gefundenen Losung

Mal der optimalen, von einem Offline-Algorithmus gefundenen Losung

oder der Kehrwert (bei Maximierungsproblemen).

Die kompetitive Rate des Online-Problems ist die kompetitive Rate des besten Online-Algorithmus

fiir das Problem.

Die kompetitive Rate des Ski-Leihen-Problems.
Alle moglichen Online-Strategien fiir das Ski-Leihen-Problem sind von der Form: »Leihe
die ersten x Tage und kaufe am Tag x + 1.« Die kompetitive Rate einer solchen Strategie ist

xL+K {xL+K xL+K}
- =max{ ———, ,
min{(x+1)L,K} xL+L° K

denn der »Worst-Case« tritt immer dann ein, wenn gerade am Tag x + 1 der letzte Tag der
Saison ist: Hier hat die Online-Strategie xL + K ausgegeben, ideal wire es aber gewesen,
entweder x 4 1 Mal zu leihen oder gleich am Anfang zu kaufen — je nachdem, was billiger
gewesen ware.

Die kompetitive Rate nimmt ihr Minimum ein, wenn die Briiche gleich sind, also fiir x =
K/L — 1. Hier ist die kompetitive Rate gerade 2 — L/K.

Satz
Die kompetitive Rate des Ski-Leihen-Problems ist 2 — L/K.

Mit anderen Worten:

— Die Strategie C (19 Tage leihen, dann kaufen) hat die beste kompetitive Rate.

— Allgemein hat die Strategie die beste kompetitive Rate, bei der man solange leiht, bis
man so viel Geld ausgegeben hiitte, als hitte man gleich gekauft. Dann sollte man aber
kaufen.

— Dadurch gibt man hochstens doppelt so viel aus wie nétig.

Mal sehen, oB Sie die
Bedeutuna der kompeti-
tiven Rate von 2 — L/K
verstanden hagen Wel-
che Strateaie werden
Sie in Zukunft nutzen?

Jetzt die Strateaie
Brver Student”. Wenn
ich aus der Uni raus gin

dann reicher Macker™. /
‘ 2
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6.2 Caching

6.2 Caching

Caching: Virtueller versus realer Speicher.

® 00 Aktivititsanzeige —)
O @ @ [ Alle Prozesse %] 'va Filter b
Prozess beenden  Informati Prozess lysi Anzeigen Filter
"PID Prozessname Benutzer | % CPU| Threads Physikal. Speicher Mi Art
83752 mysqld _mysql 0,0 10 17,83 MB 2,61 GB Intel (64-B
83762 httpd W 0,0 il 1,56 ME 2,38 GB Intel (64-B
83858 httpd _Www 0,0 1 650,00 KB 2,58 GB Intel (64-B
83760 httpd root 0,0 1 3,79 MB 2,58 GB Intel (64-B
76422 LxkMNetworkServices  tantau 0,0 4 2,54 MB 2,57 GB Intel (64-B
0 kernel_task root 1,7 [ 239,22 MB 2,08 GB Intel
76400 WindowServer _windows 2.2 5 139,42 MB 1,35 GE Intel
81050 @ safari tantau 1.8 24 169,54 MB 1,23 GB Intel
76626 P8 Adobe Reader tantau 0,4 12 115,12 MB 1,11 GB Intel
76468 & Mail tantau 0,0 14 108,73 MB 1,07 GE Intel
76420 Spotlight tantau 0,0 6 18,16 MB 1,02 GE Intel
77827 @ iTunes tantau 0,1 13 65,45 MB 1,01 GB Intel
99325 BB Aktivitatsanzeige tantau 1,8 5 26,68 MB 1.016,02 MEB Intel
76436 MagicPrefs tantau 3.8 7 72,80 MB 1.014,21 ME Intel
77837 3‘( TeXShop tantau 0,0 9 40,62 MB 996,60 MB Intel
86952 B Konsole tantau 0,0 & 29,76 MB 983,98 MB Intel
99344 ¥ Bildschirmfoto tantau 0,3 4 18,95 MB 983,23 ME Intel
34 mds root 0,0 16 95,18 MEB 973,41 MB Intel
76593 @ Emacs tantau 0,2 Z 24,95 MB 957,71 MB Intel
76426 Dock tantau 0,0 3 14,35 MB 951,96 MB Intel
91798 & Finder tantau 0,0 8 17,70 MB 951,40 MB Intel :

[CPU Speicher  Festplattenaktivitdt  Festplattenauslastung Netzwerk |

Werlauf der CPU-Auslastung

% Benutzer: 6,00 @ Threads: 429
% System: 4,00 li‘ Prozesse: 88 m
% Nice: 0,00 li‘ m
# Inaktiv: 90,00 li‘

Author Till Tantau

Caching lasst sich als Online-Problem darstellen

Das formale Caching-Problem
Gegeben sei ein Cache der Grofe k.

Ereignisse »request(x)« fiir Seitennummern x
Entscheidungen Entweder »cached« oder »evict(y)« und/oder »load(x)«.
Bedingungen Zu jedem Schritt i enthilt der Cache C; eine Menge von Seitennummern. Hier-
fiir gilt:

1. Zu Anfang enthélt der Cache keine Elemente.
2. Falls die Entscheidung cached ist, so muss x € C; gelten und Ci;1 = C;.
3. Falls die Entscheidung load(x) ist, so ist Ciy-1 = C;U {x}.
4. Falls die Entscheidung evict(y) ist, so ist Ciy1 = C; \ {y}.
5. Fiir alle Schritte gilt |C;| < k.

MaR Anzahl der Load-Entscheidungen.



1 algorithm evict-furthest-in-future(request(x), C)
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(¥ Caching

Ein Beispiel des Ablaufs eines Caching-Algorithmus.

1

Ereignis
request(8)

leer

leer

leer

5

Ereignis
request(6)

8
5
leer

9

Ereignis
request(6)

8
5
6

13

Entscheidung
load(7)

7
5
6

2

Entscheidung
load(8)

8
leer

leer

6

Entscheidung
load(6)

10

Entscheidung
cached

14

Ereignis
request(8)

6.2.1 Offline-Strategien

Ein Offline-Algorithmus fiir das Caching: Evict-Furthest-In-Future.

3

Ereignis
request(5)

8
leer

leer

7

Ereignis
request(8)

8

11

Ereignis
request(7)

8

15

Entscheidung
evict(7)

leer
5
6

4

Entscheidung
load(5)

8
5

leer

8

Entscheidung
cached

8
5
6

12

Entscheidung
evict(8)

leer
5
6

16

Entscheidung
load(8)

8
5
6

Nehmen wir zunédchst an, dass wir die Zukunft kennen. Wenn nun der Cache voll ist, welchen
Eintrag sollte man ersetzen? Sicher gilt: Wird ein Cache-Eintrag nie wieder verlangt, so kann
er ersetzt werden. Sicherlich gilt: Eintrige, die »lange Zeit« nicht mehr gebraucht werden,

sollten eher ersetzt werden als solche, die »bald gebraucht werden.

if x € C then

return »cached«
else if |C| < k then
return »load(x)«

else

bestimme ein'y € C, so dass der Zeitpunkt des nichsten request(y) maximal ist
return »evict(y),load(x) «

6-13

6-14
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6.2 Caching

6-15 Besser geht’s nicht.

P Satz

Der Algorithmus Evict-Furthest-In-Future ist ein optimaler Offline-Algorithmus fiir das Caching-
Problem.

Kommentare zum Beweis

Beweis. Man beweist diesen Satz mittels eines Exchange-Arguments. Dies funktioniert wie
folgt:

1. Statt der vom Algorithmus erzeugten Liste von Entscheidungen betrachten wir eine
beliebige andere. Intuitiv wird diese Liste »nicht ganz optimal« sein.

2. Wir betrachten dann, was passiert, wenn man diese Liste verdndert, indem man »eine
nicht optimale Stelle« gegen »eine optimale« austauscht (daher der Name »Exchange-
Argument).

3. Entscheidend ist, dass das Mal} der modifizierten Liste gleich oder besser als das Mal}
der urspriinglichen Liste ist.

Wiederholt man das Argument oft genug, so erhélt man im Ergebnis die vom Evict-Furthest-

In-Future-Algorithmus erzeugt Liste, deren Maf folglich nicht schlechter ist als das einer
beliebigen anderen Liste.

Das schwierigere und entscheidende Argument ist, dass Evict-Entscheidungen immer so wie
vom Algorithmus gefillt werden sollten. Dies sieht man so:
Nehmen wir an, fiir ein evict(y) wurde y € C; nicht nach der Regel des Algorithmus gewéhlt.

"Hier ist die Folge »nicht optimalc. Es gibt also ein y' € C;, so dass der niichste request(y) friiher kommt als request(y’).'
g y q y q y
Betrachten wir nun die neue Folge, die entsteht, wenn man die Entscheidungsfolge wie folgt
2 Der »Exchange«-Schritt. modifiziert:’

1. Die Entscheidung evict(y) wird ersetzt durch evict(y').
2. Die nichste load(y) Entscheidung wird ersetzt durch load(y').

Dann gilt:

1. Zwischen den beiden Entscheidungen wird nicht auf y’ zugegriffen.
2. Nach der (neuen) load(y') Entscheidung ist der Cache-Inhalt derselbe wie urspriinglich.

Wir fassen zusammen: Wiederholt man die obigen Argumente so lange wie moglich, so
erhilt man eine Folge, in der alle evict(y) immer dasjenige y auswihlen, das am ldngsten
nicht mehr zugegriffen werden wird, und das Mal} der entstandenen Folge ist nicht groer
als das Maf der Ursprungsfolge.

Da man auch leicht sieht, dass Load-Entscheidungen nur unmittelbar nach einem zugeho-
rigen Request gefillt werden brauchen und Evict-Entscheidungen nur gefillt werden brau-
chen, wenn der Cache voll ist, folgt die Behauptung. L

6-16 Das Exchange-Argument an einem Beispiel.
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(¥ Caching

Die erste modifizierte Liste: Exchange-Argument fiir 1 und 3
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Die zweite modifizierte Liste: load(3) so spat wie moglich.
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Die dritte modifizierte Liste: evict(4) Uberflussig

x = o = o
T EEEEEE
BfielalalalElElE
5 0 EEEEEE
S~ T~ T~ T~ T~ T~ T~~~ _ T
= = ¢ % ~

= =

evict(3
load(
cached
cached
cached

6.2.2 Online-Strategien

Online-Strategien: Wenn man die Zukunft nicht kennt. . .

»In der Wirklichkeit« ist die Zukunft natiirlich nicht bekannt (siehe allerdings die Literatur-
hinweise). Ein Online-Algorithmus fiir das Caching-Problem muss folglich eine »Prognose«
durchfiihren, welche Elemente in der Zukunft selten benotigt werden:

Evict-Least-Recently-Used-Strategie

Immer, wenn der Cache voll ist, entscheide evict(y) fiir dasjenige y, fiir das am lidngsten kein
Request-Ereignis vorlag.

% Zur Diskussion
Die »Hoffnung« bei der ELRU-Strategie ist, dass schon lange nicht mehr genutzte y auch in
Zukunft nicht bald bendtigt werden.

Wie sieht eine Folge von Request-Ereignissen aus, bei der diese Strategie besonders schlecht
arbeitet?
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6.2.3 Kompetitive Rate

6-18 Die kompetitive Rate von ELRU.

» Satz
Die Evict-Least-Recently-Used-Strategie ist k-kompetitiv (das heif3t, ihrer kompetitive Rate
ist hochstens k) bei einer Cache-Grofie von k.

Beweis. Man betrachte eine beliebige Eingabe von Ereignissen und nun & aufeinander fol-
gende Evict-Entscheidungen des ELRu-Algorithmus. Dann gilt:

1. Zwischen der ersten und letzten dieser Evict-Entscheidungen miissen Request-Ereignisse
fiir k£ unterschiedliche Element vorgekommen sein.

2. Folglich muss jede andere Strategie hier auch mindestens eine Evict-Entscheidung fil-
len. O

6-19 Es geht nicht besser als mit ELRU.

» Satz
Jeder Online-Algorithmus fiir das Cache-Probleme hat eine kompetitive Rate von minde-
stens k. Das Problem selbst hat also die kompetitive Rate k.

Beweis. Dies zeigt man mit einem Adversary-Argument: Ein Adversary (Gegenspieler) be-
trachtet, welche Entscheidungen ein gegebener Online-Algorithmus bei einer Eingabefol-
ge fillt. Nach jeder Entscheidung evict(y) présentiert der Adversary gerade request(y) als
nichstes Ereignis, was den Algorithmus zwingt, in jedem Schritt eine Evict-Entscheidung
zu fillen. Der Evict-Furthest-In-Future-Algorithmus braucht hingegen nur jedes k-te Mal ei-
ne Evict-Entscheidung féllen (denn k — 1 aufeinanderfolgende Request-Ereignisse beziehen
sich immer auf Elemente, die schon im Cache sind). O

6.3 Scheduling

6-20 Worum es beim Scheduling geht.
Departs f4 Beim Scheduling geht es darum, die zeitliche Abfolge von Jobs festzulegen, so dass Bedin-
gungen eingehalten werden.

6-21 Das einfachste Scheduling-Problem.

Definition: Intervall-Scheduling

Gegeben seien Intervalle /; = [s;, f;) mit j € {1,...,n}, wobei s; die Startzeit und f; die
Endzeit bezeichne. Ziel ist es, eine moglichst grofe Auswahl J C {1,...,n} zu treffen, so
dass fiir je zwei j, ;' € J gilt I; N1y = 0.

Beispiel: Eingabe

&

55

S
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6.3 Scheduling

Beispiel: Optimale nichtiiberlappende Auswahl

&

&

&

6.3.1 Offline-Strategien

Das Scheduling-Problem kann mit einem Greedy-Verfahren gelost werden.

Zur Erinnerung: Greedy-Verfahren finden Losungen, indem sie iterativ jeweils Teillosun-
gen schrittweise erweitern und dabei »gierig« die Erweiterung lokal optimal durchfiihren.
Greedy-Verfahren finden nicht immer optimale Losungen.

Greedy-Algorithmus fiir das Intervall-Scheduling

algorithm earliest-finishing-first(Iy, ... ,I,)

J+0

X<+ {1,...,n}

while X # () do
J < dasjenige j € X fiir das f; minimal unter allen j € X ist
J—JU{j}
X X\{k| N1 #0}

return J

Greedy fuhrt zum Erfolg.

Satz
Der Earliest-Finishing-First-Algorithmus findet immer ein optimales Schedule.

Zum Beweis siche Ubungsaufgabe 6.1.

6.3.2 Online-Strategien

Die Online-Fassung des Problem:s.
Definition: Online-Fassung des Intervall-Scheduling-Problems

Ereignisse Intervalle I; = [s}, f;)
Entscheidungen »schedule« oder »do not schedule«.

Bedingungen Alle Intervalle, fiir die »schedule« entschieden wurden, diirfen sich nicht iiber-
lappen.

MaB Anzahl der »schedule«-Entscheidungen.

Ein Greedy-Online-Algorithmus
Bei Eingabe I; entscheide »schedule«, falls /; sich mit keinem schon gewihlten Intervall
iiberlappt, sonst »do not schedule«.

6-22
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Kommentare zum Beweis

! Hinweis, dass ein Adversary-Argument
genutzt wird

Klassifikation: Kompetitive Rate

Zusammenfassung dieses Kapitels

6.3.3 Kompetitive Rate

Das Online-Problem ist »nicht kompetitiv«.

Satz

Das Online-Problem Interval-Scheduling hat eine unendliche kompetititve Rate, das heifit,
kein Online-Algorithmus fiir dieses Problem hat eine kompetititve Rate von héchstens k fiir
irgendein k.

Beweis. Sei k fest und ein beliebiger Online-Algorithmus fiir das Interval-Scheduling-
Problem gegeben. Wir betrachten folgenden Adversary:'

1. Er produziert die Intervalle [1,2), [2,3), [3,4) und so weiter als Ereignisse, bis der
Algorithmus zum ersten Mal »schedule« entscheidet.

2. Danach produziert er Intervalle der GroBe 1/(k+ 1), die alle nebeneinander innerhalb
dieses letzten Intervalls liegen.

Nach obiger Regel produziert der Adversary mindestens k + 2 Intervalle.
Hier ein Beispiel dafiir, welche Intervalle der Adversary produzieren konnte und welche der
Algorithmus auswihlen wiirde.

I

I

Optimal wire es hingegen, gerade alle anderen Intervalle auszuwéhlen:

Wie man an den Beispielen (und auch leicht allgemein) sieht, wihlt der Algorithmus nur ein
Intervall aus, obwohl man &k + 1 Intervalle auswihlen konnte. Folglich ist die kompetititve
Rate schlechter als . O

Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Ski-Leihen-Problem Online-Problem Caching

Entwurfsmethode adhoc adhoc

1

& o Offline: trivial Offline: EFIF
\/ Online: Strategie C Online: ELRU

einfache Rechnung Exchange—Argumente

Kompetitive Rate 2 — L/K Kompetitive Rate k
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Interval-Scheduling

Entwurfsmethode Greedy

1

Offline: EFF
Offline: trivial

e
R

Analysemethode Adversay-Argument

I

Klassifikation Kompetitive Rate oo
(nicht kompetitiv)

Online- versus Offline-Algorithmen

Gegeben sei ein Online-Problem. Ein Online-Algorithmus fiir das Problem erhélt die Er-
eignisse sequentiell und muss nach jedem Ereignis eine Entscheidung féllen. Ein Offline-
Algorithmus fiir das Problem erhilt alle Ereignisse auf einmal als Eingabe und muss dann
eine Folge von Entscheidungen berechnen.

Kompetitive Rate

1. Die kompetitive Rate eines Online-Algorithmus ist das maximale Verhiltnis des Maf3es
der von ihm gefundenen Losungen zum Maf} der vom besten Offline-Algorithmus ge-
fundenen Losung.

2. Die kompetitive Rate eines Problems ist die minimale kompetitive Rate aller Online-
Algorithmen fiir das Problem.

Kompetitive Rate des Ski-Leihen-Problems

Die kompetitive Rate des Ski-Leihen-Problems ist hochstens 2.

Die Strategie hierzu: Leihe, bis man den Preis eines Paars ausgegeben hat, danach kaufe
sofort.

Kompetitive Rate des Caching-Problems
Die kompetitive Rate des Caching-Problems fiir Caches der Grofle k ist k.
Ein optimaler Offfine-Algorithmus ist Evict-Furthest-In-Future.

Kompetitive Rate des Interval-Scheduling-Problems
Die kompetitive Rate des Interval-Scheduling-Problems ist unendlich.
Ein optimaler Offfine-Algorithmus ist Earliest-Finishing-First.

Zum Weiterlesen

[1] DarylJ. Bem, Feeling the Future: Experimental Evidence for Anomalous Retroactive
Influence on Cognition and Affect, Journal of Personality and Social Psychology, 100,
407-425, 2011.

Dies ist der in der Einleitung angesprochene Artikel, der sich mit der Frage beschiftigt, ob Men-
schen in die Zukunft sehen konnen. Der Artikel hat einen gewissen Aufruhr in der wissenschaft-
lichen Gemeinschaft ausgeldst; es empfiehlt sich sehr, die verschiedenen Repliken zu lesen.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 6.1  Earliest-Finishing-First ist optimal, mittel

Zeigen Sie, dass Algorithmus 6-22, der Earliest-Finishing-First-Algorithmus, immer eine Lésung mit
minimalem Maf} berechnet.

Tipp: Benutzen Sie ein Exchange-Argument. Zeigen Sie, dass es »nie falsch ist«, immer den Job aus-
zuwihlen, dessen Ende am friihesten ist. Gehen Sie dazu dhnlich wie bei Satz 6-15 vor: Betrachten
Sie eine beliebige andere Auswahl und betrachten Sie die erste Stelle, wo die andere Auswahl von
der des Earliest-Finishing-First-Algorithmus unterscheidet. Argumentieren Sie, dass man hier einen
Austausch vornehmen kann, ohne das Ma83 zu verschlechtern.

Ubung 6.2  k-Server-Problem auf den natiirlichen Zahlen, mittel

Beim k-Server-Problem auf den natiirlichen Zahlen ist eine Folge von Anfragen ay, ..., an mita; € N
gegeben. Ausgehend von einer ebenfalls gegebenen Startkonfiguration co = (c(l)7 ... 702) e NF st eine
Folge von n Konfigurationen c; = (c’l ooy C;() eN gesucht, die fiir jede Anfrage a; eine Konfiguration
cimita; € {c},...,ct} enthilt und die Summe > Z];:] |c3-_l — c’j| minimert.

Das k-Server-Problem verallgemeinert viele Caching- und Scheduling-Probleme: Zum Beispiel konn-
ten Anfragen fiir Hausnummern in einer Straf3e stehen, zu denen Briefe ausgestellt werden sollen. Die
k Eintrige der Startkonfiguration entsprechen Positionen von k Postboten, die diese Briefe mit mog-
lichst wenig Aufwand austragen wollen. Gesucht ist eine Folge von Konfigurationen (Positionen der
Postboten in der Straf3e), die alle Anfragen bedient (alle Briefe konnen ausgetragen werden) und da-
bei die Summe iiber den Differenzen benachbarter Konfigurationen (die Bewegungen der Postboten)
minimiert.

1. Entwickeln Sie einen Offline-Algorithmus, der das k-Server-Problem optimal 16st.

2. Formulieren Sie das k-Server-Problem als Online-Problem. Gehen Sie dabei wie in der Vorlesung
vor und geben Sie die Ereignisse, Entscheidungen, Bedingungen und das Maf an.

3. Als ersten Versuch zur Losung des Online-Problems betrachten wir folgende Greedy-Strategie:
In Runde i bewege den Server mit geringstem Abstand zu a; an die Position a;. Geben sie ein
Beispiel an, aus dem ersichtlich wird, dass dieser Algorithmus nicht k-kompetitiv fiir irgendein
k ist.

4. Als zweiten Losungsansatz betrachten wir die folgende Strategie, die unter dem Namen DOUBLE
coVER bekannt ist: Zu jeder Runde i definieren wir I; = [minje{l_’___’k} ci-fl,maxje{lywk} 0371].
Falls a; ¢ I;, bewege den néchstgelegensten Server zu a;. Falls a; € I;, bewege die beiden néchst-
gelegensten Server (die nicht unbedingt gleich weit von g; entfernt sein miissen) mit gleicher
Geschwindigkeit Richtung a;. Wenn einer der Server a; erreicht, stoppe beide Server.
Simulieren Sie den Algorithmus poUBLE coveRr fiir IThr Beispiel aus Punkt 3. Wie ist die Rate
zwischen der optimalen und der von bOUBLE cOVER gefundenen Losung?



7 Analysemethode: Amortisierung

Kapitel 7

Analysemethode: Amortisierung

Amortisierte Kosten sind reale Kosten plus Riickstellungen

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Konzept der amortisierten Analyse verstehen 7.1 Einflhrung zur Amortisierung

5. Die Potential-Methode einsetzen kénnen 7.1.1 Fallbeispiel I: Stacks . . . . . ... ...
7.1.2 Fallbeispiel II: Zdahler . . .. ... ...
7.1.3 Worst-Case-Kosten . . . . . ... ...
7.1.4 Amortisierte KostenI . . ... ... ..
7.2 Die Potential-Methode
7.2.1 Die Idee der Riickstellung . . . . . . ..
7.2.2 Amortisierte Kosten IT . . . . . ... ..
7.3 Fallbeispiel lll: Das Listen-Zugriffsproblem
7.3.1 Online-Algorithmen . . . ... ... ..

Die amortisierte Analyse ist ein Ausflug der Theoretischen Informatik in die Finanzwelt.
Allerdings bekommen die Informatiker die Begriffe wie immer nicht richtig hin: Wo eine
Bankerin von »Riickstellungen« sprechen wiirde, spricht man in der Theorie von »Potentia-
len«, wo sie von »Preisen« sprechen wiirden, spricht man in der Theorie von »amortisierten
Kosten«. Ignoriert man aber diese Unbeholfenheiten in der Ausdrucksweise, so ldsst sich
doch festhalten, dass die Theorie der amortisierten Kosten eine gute Idee aus der Finanz-
welt umsetzt: Wenn man heute schon genau weifs, welche Kosten in der Zukunft entstehen
werden, dann macht es Sinn, jetzt schon Riickstellungen hierfiir zu bilden.

Wie der Name schon sagt, ist die amortisierte Analyse eine Analysemethode — sie hat weder
auf Algorithmen und Datenstrukturen noch auf deren Entwurf einen Einfluss. Sie kommt
immer dann zum Einsatz, wenn Algorithmen eine Folge von Operationen abarbeiten, deren
Laufzeit stark unterschiedlich sein kann und bei denen diese Laufzeiten auch noch vonein-
ander abhiingen. Typisch ist es beispielsweise, dass spitere Operationen sehr teuer werden
konnen, aber nur dann, wenn vorher viele billige Operationen durchgefiihrt wurden.

Hierzu ein Beispiel: Sie wohnen in einer Etagenwohnung und wollen alle paar Jahre mal
renovieren. Eine solche »Renovieren-Operation« ist nur teuer, wenn vorher viele »Ein-Jahr-
Wohnen-Operationen« durchgefiihrt wurden. Hingegen ist es recht billig zu renovieren,
wenn dies kurz vorher bereits einmal geschehen ist. Aus diesem Grund sind fiir eine belie-
bige Folge von »Renovieren-Operationen« und »Ein-Jahr-Wohnen-Operationen« die durch-
schnittlichen Kosten einer Operation eher niedrig. Wenn man dies nun formal zeigen mochte,
so verliert man schnell die Ubersicht, wie teuer die einzelnen Operationen nun sind, denn
hier hingt es ja von deren Reihenfolge ab (zugegeben, bei einem einfachen Beispiel wie
diesem behiilt man wohl doch noch den Uberblick; wenn es aber viele Operationen gibt, die
in komplexer Weise voneinander abhiingen, so ist man verloren). Die Idee der Riickstellung
hilft nun weiter: In jedem Jahr bilden Sie eine kleine Riickstellung auf einem Konto. Das so
angesparte Geld nutzen Sie dann, wenn eine Renovierung ansteht, so dass die Renovierung

7.3.2 Kompetitive Rate

Ubungen zu diesem Kapitel
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Einfiihrung zur Amortisierung

selbst Sie idealerweise gar nichts kostet. Wenn man nun schaut, wie viel Kosten pro Jahr
entstehen, so ist sofort klar, dass diese konstant sind: In normalen Jahren miissen Sie nur die
Riickstellung bezahlen (ein kleiner, konstanter Betrag) und das Renovieren kostet Sie quasi
»nichts«, denn sie wird aus den Riickstellungen bezahlt.

7.1  Einfihrung zur Amortisierung
7.1.1 Fallbeispiel I: Stacks

Von Atomkraftwerken. . .
Der Regierung von Dunkelland mochte die Kernenergie einfiihren. Sie kann:

1. Ein neues Akw bauen lassen.
2. Ein bestehendes Akw abreifien lassen.
3. Nach jedem Gau: auf einmal k viele Akw abreifsen lassen.

Die Regierung beauftragt die Firma Happy Atoms GmbH & Co. KG.

Frage fir heute
Wie viel wird der Auf- und Abbau der aAkws iiber die Jahre kosten?

... und Stacks
Auf einem Stack seien die folgenden Operationen erlaubt:

1. push(x)

2. pop
3. multipop(k): Es werden die obersten k Elemente des Stacks entfernt

Die Frage neu formuliert
Wie viel wird eine langere Folge von solcher Operationen »kosten«?

7.1.2 Fallbeispiel ll: Zahler

Teure Zahler.

Normalerweise dauert das Erhohen einer Zahl nur einen Takt. Heute soll es aber darum
gehen, wie lange dies dauert, wenn man die Zahl nur bitweise modifizieren kann.

Speicherung von Zahlen in Arrays.
Zur Speicherung einer Zahl a benutzen wir

— einen Array A, wobei
— Ali] gerade das i-te Bit von a ist (beginnend beim LsB und Zdhlung bei 0).

Beispielsweise gilt fiir a = 110,, dass A[0] =0, A[1] = 1 und A[2] = 1.

void increment (int[] A)

{

int 1 = 0;

while (A[i] == 1) {
A[i] = 0;
i++;

}
Ali] = 1;
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Einflihrung zur Amortisierung

7.1.3  Worst-Case-Kosten

Wie teuer ist eine Folge von Stackoperationen?
Gegeben sei eine Folge der Linge n von Stackoperationen wie push(a), push(b), push(a),
multipop(2), push(c), ...

Fragestellung
Wie lange wird es dauern, diese Folge abzuarbeiten? Dabei nehmen wir an:

1. Ein Push dauert eine Zeiteinheit.

2. Ein Pop ebenfalls.

3. Ein multipop(k) dauert min{s,k} Zeiteinheiten, wobei s die aktuelle Stackhohe ist, denn
wir benotigen so viele Pop-Operationen.

Eine einfache Worst-Case-Abschdtzung liefert:

Satz
Eine Folge von n Stackoperationen dauert O(n*) lange.

Beweis. Jedes multipop(k) kann hochstens n — 1 lange dauern. Da es n Operationen gibt,
folgt die Laufzeit. O

Wie teuer ist eine Folge von Inkrements?
Gegeben sei eine Folge von Inkrement-Aufrufen der Linge n.

Fragestellung
Wie lange wird es dauern, diese Folge abzuarbeiten?

Wir sollen also abschitzen, wie lange folgendes Programm braucht:

int[] A = new int [64]; // Reicht, wenn n ein long 1ist

for (int j = 0; J < n; Jj++) {
increment (A) ;

}

Eine einfache Worst-Case-Abschditzung liefert:

Satz
Eine Folge von n Inkrement-Aufrufen dauert O(nlogn) lange.

Beweis. Die Schleife in increment kann logn mal durchlaufen werden. Da es n Aufrufe
gibt, folgt die Laufzeit. O

Zusammenfassung der Worst-Case-Kosten der Operationen.

Operation Reale Worst-Case-Kosten
push(a) 1
pop 1

multipop(k) min{s,k}
increment log, n

7-7
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7.1 Einfiihrung zur Amortisierung

7.1.4 Amortisierte Kosten |

Die erste Worst-Case-Abschatzung ist zu pessimistisch.
Betrachten wir statt der Kosten von Stackoperationen die Kosten von Dunkelland:

Operation Reale Worst-Case-Kosten
AKW bauen 1 Mrd. Euro
AKW abreiflen 1 Mrd. Euro

Kleiner Atomausstieg, k abreien &k Mrd. Euro

Big Idea
Ein Akw kann man erst abreiflen, wenn es gebaut wurde!

» Satz
Die Kosten einer Folge der Lange n von Bau-, Abreif3- und Atomausstieg-Operationen sind
hochstens 2n Mrd. Euro.

Erster Beweis. In einer Folge konnen hochstens n Bau-Operationen vorkommen (Kosten
n Mrd. Euro) und auch hochstens so viele abgerissen werden, was insgesamt Kosten von
hochstens 2n verursacht. O

Noch mehr Pessimismus.

=l Bl | £=2 | E=2 | K= | E=2 | E=3 | E=2 | E=d [ R=d | E=3 | k=2 | E=d | R=d | k=3 | k=2 | k=2 | K=

ollelf=Il={=lI=l=l=ll={=N=llcllollclilcllcoe]|lo

Il | E=2 | Bl | E=2 | Rl | K= | el | =2 | Hamll | E=3 | el | E=2 | el | =2 | Kl | =2 | el | =2

(=3 k=38 I | I | N [ E=1 =] k=] k=3 | = | e | e | e | =2 | =1 | k=d | k=)
(=3 (K=3 | |l | K= | E=3 | Nl | Rl | K= | K=3 | Kl | Kl | K=1 | K=N | Il | Rl | K1 | k)

Betrachten wir die Kosten von Inkrement-Aufrufen genauer:

1. Nur bei jeder zweiten Zahl muss die Schleife liberhaupt durchlaufen werden.
2. Nur bei jeder vierten Zahl muss die Schleife mehr als einmal durchlaufen werden.
3. Nur bei jeder achten Zahl muss die Schleife mehr als zweimal durchlaufen werden.

Allgemein ist nur bei jeder 2/-ten Zahl ein zusitzlicher Schleifendurchlauf nétig.
Die echten Kosten von mehreren Inkrements.
» Satz

Die Laufzeit einer Folge von n Aufrufen der Inkrement-Funktion liegt in O(n).

Beweis. Wir summieren die Anzahl der Anderungen von Bits »spaltenweise«. Die Laufzeit
ist dann:

[logy 1] n [logy 1]
2l
i=0 i=0
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7.2 Die Potential-Methode

Warum die Worst-Case-Abschatzung zu pessimistisch war. 7-13

Stacks

Ein multipop(k) kann zwar sehr teuer sein, aber nur dann, wenn es vorher viele billige Ope-
rationen gab. Im Schnirt ist ein multipop (k) billig: Da eine Liste von Operationen der Linge
n nur 2n Kosten verursacht, sind die durchschnittlichen Kosten jeder Operation gerade 2.

Zahler

Ein Inkrement kann zwar teuer sein, aber nur dann, wenn es vorher viele billige Operatio-
nen gab. Im Schnitt ist ein Inkrement billig: Da eine Liste von n Inkrements nur 2n Kosten
verursacht, sind die durchschnittlichen Kosten eines Inkrements gerade 2.

Idee der amortisierten Kosten. 7-14
Operation Reale Worst-Case-Kosten ~Amortisierte Kosten
push(a) 1 2
pop 1 2
multipop(k) min{s,k} 2
increment log, n 2

P Definition: Amortisierte Kosten allgemein
Eine Zuordnung von Kosten zu Operationen nennt man amortisierte Kosten, wenn fiir jede
Folge von Operationen gilt:

reale Kosten < Summe der amortisierten Kosten.

Bemerkungen:
— Die realen Kosten einer einzelnen Operationen kdnnen beliebig hoher sein als ihre
amortisierten.
— Auch wenn hier »durchschnittliche Kosten« betrachtet werden, hat dies nichts mit Average-
Case-Analysen zu tun.

Merke: Amortisierte Analysen sind Worst-Case-Analysen.

7.2 Die Potential-Methode
7.2.1 Die ldee der Riickstellung

Rickstellungen fiir Kosten in der Zukunft 7-15
Die Regierung von Dunkelland drgert es, dass es nach einem Gau immer so teuer wird, wenn
sie viele Akws auf einmal abreiflen lassen will. Sie beschlieBt deshalb, folgendes Gesetz zu
erlassen:
Happy Atoms muss bei der Bank pro derzeit gebauten aAkws 1 Mrd. Euro Riick-
stellungen bilden.

Wie hoch miissen die Preise von Happy Atoms nun sein?
Nehmen wir an, es gibt gerade s Atomkraftwerke in Dunkelland.
Aufbau In der Rechnung von Happy Atoms an die Regierung von Dunkelland finden
sich folgende Posten:
1. 1 Mrd. Euro Baukosten und
2. 1 Mrd. Euro fiir Riickstellungen (vorher waren nur s Mrd. Euro nétig, nun
s+ 1 Mrd. Euro).
Der Preis betrégt also 2 Mrd. Euro.
Abriss Hier mochte Happy Atoms kein Geld haben, denn:
1. Der Abriss kostet zwar 1 Mrd. Euro, aber
2. dies kann gerade aus der Differenz der Riickstellungen beglichen werden
(vorher s Mrd. Euro, nun s — 1 Mrd. Euro).
Kleiner Atomausstieg Auch hier braucht Happy Atoms kein Geld:
1. Der Abriss kostet zwar k Mrd. Euro, aber

2. dies kann gerade aus der Differenz der Riickstellungen beglichen werden
(vorher s Mrd. Euro, nun s — k Mrd. Euro).
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7.2 Die Potential-Methode

Wie man mit Riickstellungen argumentiert.

Satz
Die Kosten einer Folge der Linge n von Bau-, Abreif3- und Atomausstieg-Operationen sind
hochstens 2n Mrd. Euro.

Zweiter Beweis. Wir verlangen, dass, wenn es s Akws gibt, die Riickstellungen gerade s
Mrd. Euro betragen. Dann sind Preise, die Happy Atoms pro Operation verlangen muss:

Preis = reale Kosten + neue Riickstellungen — alte Riickstellung.

Die so entstehenden Preise sind:

Operation Preis
AKW bauen 2 Mrd. Euro
AKW abreilen 0 Mrd. Euro

Kleiner Atomausstieg, k abreilen 0 Mrd. Euro
Nun gilt:
Gesamtpreis = reale Gesamtkosten +
Endriickstellungen — Anfangsriickstellung
Da die Riickstellung nie negativ ist und sie am Anfang 0 Euro betrug, folgt:

Gesamtpreis > reale Gesamtkosten.

Da der Gesamtpreis offenbar hochstens 2n Mrd. Euro betrigt, folgt die Behauptung. O

7.2.2 Amortisierte Kosten Il

Die Namen fiir Riickstellungen und Preise in der Theoretischen Informatik.
In der Theoretischen Informatik spricht man

— von Potentialen statt von »Riickstellungen« und

— von amortisierten Kosten statt von »Preisen«.

Definition: Potentialfunktion
Eine Potentialfunktion ® ordnet Datenstrukturen nichtnegative reelle Zahlen zu.

Definition: Amortisierte Kosten fuir Potentialfunktionen
Eine Operation moge c; reale Kosten verursachen und die Datenstruktur d; in d;; verwan-
deln. Dann sind die amortisierten Kosten der Operation

a; = ¢; +¢’(d,‘+1) — (I)(d,)

Der Hauptsatz tiber die amortisierten Kosten.

Satz
Sei @ eine Potentialfunktion und pi, p, ..., pn eine Folge von Operationen. Die i-te Ope-
ration mége Kosten c; verursachen und die Datenstruktur d;_y in d; umwandeln. Dann gilt:

D i =®(do) — P(dn) + Y _ai.
i=1 i=1

Falls also ®(dy) = 0 und ®(d,) >0, so gilt
n n
e
i=1 i=1

Merke
Ist die Potentialfunktion nie negativ und anfangs Null, so sind die realen Gesamrkosten hoch-
sten die amortisierten Gesamtkosten.
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7.3 Fallbeispiel lll: Das Listen-Zugriffsproblem

Eine amortisierte Analyse.

Satz
Die Ausfiihrung einer Folge der Linge n von push(x), pop und multipop(k) Operationen
dauert hochstens O(n).

Beweis. Wir definieren eine Potentialfunktion wie folgt:

@(S) = Hohe des Stacks S.

Offenbar ist ®(S) initial 0 und nie negativ. Dann sind die amortisierten Kosten jeder Ope-
ration gerade

Operation amortisierte Kosten
push(x) 2
pop 0

multipop(k) 0

Die amortisierten Kosten von n Operationen sind folglich héchstens 27 und somit auch die
realen Kosten. O

Eine zweite amortisierte Analyse.

Satz
Die Laufzeit einer Folge von n Aufrufen der Inkrement-Funktion liegt in O(n).

Beweis. Wir definieren eine Potentialfunktion fiir einen Array A wie folgt: ®(A) sei gerade
die Anzahl der 1en in A. Offenbar ist dies anfangs 0 und nie negativ.
Die amortisierten Kosten eines Inkrements sind:

ai= e+l +CI:’(A,) —@(Ai,1)7
~—~—
reale Kosten
wobei e die Anzahl Einsen am Anfang des Arrays ist. Hier gilt immer a; = 2, denn die
Potentialdnderung ist gerade 1 — e: Es werden e Einsen in Nullen verwandelt und eine Null
in eine Eins.

Die amortisierten Kosten von n Operationen sind folglich hochstens 2z und somit auch die
realen Kosten. O

7.3 Fallbeispiel llIl: Das Listen-Zugriffsproblem

Eine Online-Problemstellung.

Sie haben einen Papierstapel vor sich. Sie werden wiederholt gebeten, verschiedene Seiten
darin zu suchen. Sie diirfen den Stapel nur von oben sequentiell durchsuchen. Haben Sie die
Seite gefunden, konnen Sie diese beliebig viel weiter oben wieder einfiigen.

Das formale Listen-Zugriffs-Problem
Ereignisse request(x;)
Entscheidungen moveto(d) (neue Tiefe von x;).
Bedingungen d < d;, wobei d; die Tiefe von x; im Stapel war
MaB > d;
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7.3 Fallbeispiel lll: Das Listen-Zugriffsproblem

7.3.1  Online-Algorithmen

Eine gute Online-Strategie

Die Move-to-Front-Strategie
Entscheide immer movero(0).

2 Zur Ubung

Geben Sie eine Folge von Ereignissen an, fiir die diese Strategie eine schlechte kompetitive
Rate hat.

7.3.2 Kompetitive Rate

Amortisierte Analyse der kompetitiven Rate

» Satz

Die kompetitive Rate der Move-to-Front-Strategie ist hochstens 2.

Beweis. Wir zeigen, dass die amortisierten Kosten der Move-to-Front-Strategie hochstens
doppelt so grof} sind wie die der optimalen Strategie. Hieraus folgt nach dem Hauptsatz,
dass dies auch fiir die realen Kosten der Move-to-Front-Strategie gilt.

— Sei x, ..., x, eine feste Folge angefragter Elemente.

Sei L; jeweils die Liste nach dem i-ten Schritt gemif den Entscheidungen eines opti-
malen Offline-Algorithmus.

Sei L] jeweils die Liste nach dem i-ten Schritt geméB den Entscheidungen der Move-to-
Front-Strategie.

Sei d; die Tiefe von x; in L; und d] entsprechend fiir L;.

Zwei Elemente der Liste bilden eine Inversion, wenn ihre Reihenfolge in L; und L;
unterschiedlich ist.

i 1 2 3 4 5 6 7 Gesamtkosten
xi ¢ b a ¢ b a c
a a a a a a a
L b b b b b b b
c c C [ C c c
d 2 1 0 2 1 0 2 8
a c b a c b a
Ll b a ¢ b a ¢ b
c b a c b a c
d 2 2 2 2 2 2 2 14
Inversionen 0 2 2 0 2 2 0

Definiere eine Potentialfunktion wie folgt:
®(L}) = Anzahl Inversionen zu L;.

Offenbar ist @ initial Null und nie negativ.
Die amortisierten Kosten jeder Entscheidung sind per Definition a; = d/ +®(L}) — ®(L;]_,).
Wir behaupten, dass gilt:

a; S 2d,’.

Haben wir dies gezeigt, so sind wir fertig: Dann sind die amortisierten Gesamtkosten (und
damit auch die realen Gesamtkosten) ndmlich hochstens doppelt so wie die optimalen Ko-
sten.

Zum Beweis von a; < 2d; argumentieren wir so: Man stelle sich vor, x; wird »langsam in L]
nach oben geschoben«, wohingegen es »in L; erstmal bleibt, wo es ist«. Dann wird, solange x;
unterhalb der Tiefe d; ist, in jedem Schritt genau eine Inversion zu L; aufgeldst, ab der Tiefe
d; hingegen wieder je eine neue Inversion geschaften. Insgesamt verringert sich das Potential
erst um d{ —d;, um sich dann um d; zu erhdhen. Wird nun x; auch in L; langsam angehoben,
so werden weitere Inversionen aufgeldst, das Potential verringert sich also weiter. Insgesamt
ergibt sich eine maximale Potentialsteigerung von d; — (d} — d;) = 2d; — d!. Also gilt a; <
d! +2d; —d! =2d,. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Stack-Verwaltung Listen-Zugriffs-Problem
Zihler-Verwaltung

Entwurfsmethode adhoc adhoc

& o Stack Move-To-Front
\/ Zihler
Analysemethode Amortisierte Analyse Amortisierte Analyse /
Potential-Methode

lineare Kosten 2-kompetitiv

» Amortisierte Kosten
Eine Zuordnung von Kosten zu Operationen nennt man amortisierte Kosten, wenn fiir jede
Folge von Operationen gilt:

reale Kosten < Summe der amortisierten Kosten.

» Potentialmethode

— Die Potentialmethode definiert amortisierte Kosten implizit durch eine Potentialfunkti-
on ®.

— Diese ordnet Datenstrukturen d; nichtnegative reelle Zahlen zu.

— Die amortisierten Kosten einer Operation sind dann

a; = Ci +q)(di+1) — q)(d,) .
N~~~ N——
reale Kosten Potentialéinderung

P Hauptsatz Giber amortisierte Kosten

Es gilt
n n
E Ci = (I)(d()) 7(13(dn) + E a;
. \—/_/ .
:1/_/ Gesamtpotentialdifferenz Cl/_/
reale Gesamtkosten amortisierte Gesamtkosten

Falls das Potential anfangs Null war und nie negativ, so gilt
reale Gesamtkosten < amortisierte Gesamtkosten.

(Fiir einzelne Operationen gilt dies hingegen gerade oft nicht.)

Zum Weiterlesen

[1] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, Introduc-
tion to Algorithms, zweite Auflage, MIT Press, 2001, Kapitel »Amortized Analysis«.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 7.1 Kompetitive Rate des DOUBLE COVER Algorithmus fiir das k-Server-Problem
analysieren, schwer

In Ubung 6.2 haben Sie das k-Server-Problem auf den natiirlichen Zahlen und den boUBLE-COVER-Al-
gorithmus zu dessen Losung kennengelernt. Im Folgenden soll mithilfe der Potential-Methode ge-
zeigt werden, dass der DOUBLE covER-Algorithmus fiir das k-Server-Problem k-kompetitiv ist. Hierzu
verwenden wir folgende Potentialfunktion: Sei opTIMAL ein optimaler offline Algorithmus fiir das .-
Server-Problem und ¢q,q1,...,gn eine Folge von Anfragen. Sei ¢; = (c"17 e 7cf{) die Konfiguration
von OPTIMAL und d; = (di, ... 7d,’;) die Konfiguration von poUBLE coVER in Runde i. Sei m; der mi-
nimale Wert von E];:1 |c’j - d}(j)\ iiber alle bijektiven Zuordnungen f: {1,...,k} — {1,... k}. Sei
weiterhin g; = Z(j,Z)e{l,m,k}z |d; — d}|. Wir betrachten die Potentialfunktion ®(d;) = k- m; + g;,

1. Geben Sie eine kurze Beispielsequenz von Anfragen an und berechnen Sie dazu eine optimale
Losung, die Losung von pouBLE cover und die Werte fiir m;, g;, und ®(d;) in jeder Runde i.

2. Sei A ein beliebiger Offline-Algorithmus fiir das k-Server Problem. Wandeln Sie A in einen Al-
gorithmus A’ um, bei dem (1) Server nur auf Anfragen stehen bleibt und (2) der maximal einen
Server zur gleichen Zeit bewegt. Folgern Sie hieraus, dass man sich bei der Betrachtung von op-
timalen Algorithmen auf Solche beschrinken kann, die dieses Verhalten haben. Passen Sie Thre
optimale Berechnung aus 1. entsprechend an.

3. Zeigen Sie, dass die amortisierten Kosten a; im Schritt i beziiglich der Potentialfunktion & ma-
ximal k- Ty mit I, = ZI;:1 |c§71 — c’J| betrigt. Definieren Sie hierzu A; = ZI;-ZI |d;71 — d}\ und
stellen Sie die Gleichung fiir die amortisierten Kosten ag; beziiglich ® auf. Betrachten Sie nun die
Bewegungen von opTIMAL und DOUBLE COVER in Runde i getrennt:

3.1 Beweisen Sie, dass sich durch die Bewegung von optimMaL die Differenz m; — m;_; um
maximal I'; erhoht.

3.2 Behandeln Sie die Fille g; ¢ I; und g; € I; einzeln und zeigen Sie jeweils, dass sich durch
die Bewegung von pDoUBLE coVERr die Differenz m; — m;_1 um mindestens A; reduziert und
die Differenz g; — g;—1 um maximal (k— 1) - A; erhoht.

Folgern Sie a; < k-I'; und wenden Sie den Hauptsatz der amortisierten Analyse an, um hiermit
zu zeigen, dass DOUBLE COVER k-kompetitiv.

Ubung 7.2 Warteschlangen mit Kellern implementieren, mittel

Warteschlangen sind Datenstrukturen mit den Methoden enqueue(e) und dequeue(). Durch enqueue(e)
reiht man ein Element am Ende der Warteschlange ein, mit dequeue() entnimmt man das erste Element
der Warteschlange.

Beschreiben Sie die Implementierung einer Warteschlange mithilfe von zwei Kellern und zeigen Sie
mit der Potentialmethode, dass die amortisierten Kosten eines Methodenaufrufs O(1) betragen.

Zur Erinnerung: Ein Keller ist eine Datenstruktur mit den Operationen push(e) und pop(), mit denen
man ein Element in den Keller legen beziehungsweise das oberste Element aus dem Keller entnehmen
kann. Wir betrachten Keller, bei denen die Laufzeit der Operationen in O(1) liegt.

Ubung 7.3 Binéarer Zahler mit Riicksetzbefehl, mittel
Auf Seite 7-6 habe Sie die Methode

void increment (int[] A)
{
int 1 = 0;
while (A[i] == 1) {
A[i] = 0;
i++;
}
Ali]l = 1;

}

zur Inkrementierung eines bindren Zihlers kennengelernt. Es wurde bereits mittels einer amortisierten
Analyse gezeigt, dass sich die Laufzeit von n Aufrufen durch eine Funktion in O(n) abschétzen lésst.
Neben der Inkrementierung betrachten wir nun als zusétzliche Operation die Zuriicksetzung, bei der
alle Bits der Zahl auf 0 gesetzt werden. Wir nehmen an, dass man eine Zeiteinheit zum Zuriicksetzen
eines Bits investieren muss.

1. Passen Sie den Pseudocode der Inkrementiermethode so an, dass sich der Algorithmus immer
die Position des hochstwertigen 1-Bits merkt.

2. Geben Sie den Pseudocode einer Riicksetzmethode an, die ausgehend vom héchstwertigen 1-Bit
alle Positionen bis zur Position 0 ablduft und 1-Bits auf O setzt.

3. Verwenden Sie die Potentialmethode, um zu zeigen, dass die Laufzeit fiir n Inkrementier- und
Riicksetzoperationen O(n) betrégt.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 7.4 Warteschlangen mit Mehrfachentnahme, mittel

Erweitern Sie die Implementierung der Warteschlange aus Ubung 7.2 um multi-dequeue(k), eine Ope-
ration, welche die ersten k Elemente aus der Warteschlange entnimmt. Wenden Sie die folgende Po-
tentialmethode an, um zu zeigen, dass die amortisierten Kosten fiir jeden Aufruf von enqueue(e),
dequeue() und multi-dequeue(k) konstant sind:

@ =2 - Anzahl der Element auf dem Enqueue-Stack+

Anzahl der Elemente auf dem Dequeue-Stack.

Ubung 7.5 Binarer Zahler mit Division, mittel

Der binire Zihler aus der Vorlesung soll nun um eine Methode division-by-two() erweitert werden,
welche die im Array gespeicherte natiirliche Zahl durch 2 dividiert. Fiir den Zihler bedeutet dies, dass
das LsB geloscht und alle anderen Eintridge um eine Position in dessen Richtung verschoben werden.
Geben Sie wie in Ubung 7.3 eine Methode fiir die neue Operation an und zeigen Sie mithilfe der
folgenden Potentialfunktion, dass die Laufzeit fiir n Inkrementier- und Divisionsoperationen O(n) be-
tréagt:

& = Anzahl der 1-Bits + Wert der Zahl.
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8 A&D: Union-Find
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In der etwas fortgeschrittenen Algorithmik stot man oft auf Algorithmen und Datenstruk-
turen, deren Konstruktion kompliziert ist und die aufwindig zu verwalten sind — wer schon
einmal einen AVL-Baum oder einen Fibbonacci-Heap implementieren durfte (hochstwahr-
scheinlich wohl aber eher »musste«), weil3, wovon ich spreche. Die Analyse solcher Struk-
turen ist dann in der Regel auch kein Zuckerschlecken, schlieBlich wollen viele Fille und
Probleme bedacht werden.

In seltenen Fillen liefert die Algorithmik uns aber Datenstrukturen oder Algorithmen, die
zwar ganz einfach zu erkliren sind, aber ziemlich schwierig zu analysieren sind. Ein Bei-
spiel solch einer Datenstruktur sind die Union-Wilder, um die es in diesem Kapitel geht.
Sie zu erkldren ist wirklich einfach: Es handelt es sich um wurzelgerichtete Wilder, die drei
Operationen unterstiitzen: (1) Einen neuen einzelnen Knoten zum Wald als eigenen Baum
hinzufiigen, (2) zwei Bdume vereinigen, indem die Wurzel des kleineren Baumes ein wei-
teres Kind der Wurzel des anderen wird und (3) von einem Knoten aus die Wurzel eines
Baumes suchen und dabei alle Knoten auf dem Pfad zur Wurzel zu direkten Kindern der
Wurzel zu machen. Ok, vielleicht doch keine »ganz« einfache Datenstruktur, aber kompli-
ziert ist sie nun wirklich nicht.

Ganz anders stehen die Dinge bei der Analyse dieser Datenstruktur. Altere Lehrbiicher trau-
en sich den einfachen (!) Teil der Analyse nur in Abschnitten mit einem dicken Sternchen zu
prasentieren, der wohl andeuten soll, dass die Formel-Orgien in den Analysen definitiv nicht
jugendfrei sind. In den letzten Jahren wurden die Argumente in verschiedenen Verdffentli-
chungen zwar deutlich vereinfacht, wirklich einfach sind sie trotzdem noch nicht geworden.
Insofern mochte ich auch fiir die in diesem Kapitel vorgestellte Analyse, die verschiedene
Ideen aus der Literatur kombiniert, gerne eine FSK 16 Einstufung aussprechen — um einen
mathematischen Hardcore-Porno, vor dem man empfindliche Studierendenseelen schiitzen
miisste, handelt es sich aber nicht (wenn Sie an so etwas interessiert sind, schauen Sie doch
mal in die Orginalliteratur).
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8 A&D: Union-Find

8.1 Die Verwaltung disjunkter Menge

8.1 Die Verwaltung disjunkter Menge
8.1.1 Die Problemstellung

Motivation: Der Algorithmus von Kruskal

procedure minimum-spanning-tree(vertices V, edges E, edge weights w)
sort the edges by w (if necessary)
S0
Sor each edge e = {u,v} in order of increasing weight do
if u and v are in different components of the graph (V,S) then
S« Su{{u,v}}
return minimum spanning tree (V,S)

Die Geschwindigkeit dieses Algorithmus hiingt an zwei Fragen:

1. Wie schnell lassen sich die Kanten sortieren?
2. Wie schnell lisst sich die Frage beantworten, ob # und v in der gleichen Zusammen-
hangskomponente liegen?

Wir suchen eine Datenstruktur, um die zweite Frage schnell zu beantworten.
Gesucht: Eine Datenstruktur zur Verwaltung disjunkter Mengen.

Ziele

Wir suchen ein Datenstruktur zur Verwaltung von Familien disjunkter Mengen — in unserem
Fall bilden jeweils die Knoten einer Zusammenhangskomponente eine Menge. Wir miissen
Mengen vereinigen kénnen und testen konnen, ob Element in derselben Menge liegen.

Ideen

— Jede Menge wird durch eines seiner Element repréisentiert, es heilit der Représentant.
— Es gibt eine Methode find(x), die den Reprisentanten der Menge findet, die x enthilt.
— Zwei Elemente x und y sind genau dann in derselben Menge, wenn find(x) = find(y).

Wir suchen also eine Datenstruktur, die folgende Operationen unterstiitzt:

init(x) Erzeugt eine einelementige Menge mit dem Element x.
rep(x) Gibt den Représentanten der Menge zuriick, die x enthilt.

unite(x,y) Vereinigt die Mengen, die x und y enthalten.

Der Algorithmus von Kruskal mit unserer Datenstruktur

procedure minimum-spanning-tree(vertices V, edges E, edge weights w)
sort the edges by w (if necessary)
Jor eachv €V do
init(v)
S0
Jor each edge e = {u,v} in order of increasing weight do
Ju < rep(u)
fo <= rep(v)
if fu # fy then
Ml’lil@(fu,fv)
S SU{{uv}}
return minimum spanning tree (V,S)

8-4
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8.1 Die Verwaltung disjunkter Menge

8.1.2 Die Datenstruktur

Zur Diskussion
Machen Sie Vorschldge, wie Sie eine Datenstruktur fiir disjunkte Menge implementieren
konnten!

Der Union-Wald: Mengen als Baume.
Struktur eines Union-Waldes

1. Die Elemente jeder Menge bilden einen (flachen) Baum, die Familie von Mengen damit
einen Wald.

2. Der Reprisentant eines Baumes ist seine Wurzel.

3. Wir vereinigen zwei Mengen (= Bdume), indem wir die Wurzel eines Baumes zu einem
weiteren Kind der Wurzel des anderen Baums machen.

Beispiel Ein Wald fiir {{a} {b,c,f,g.h}.{d,e,i,j.k,1},{mn}}

® ®
G)/\Q@/\@

Beispiel: Der Wald nach der Vereinigung von {b,c, f,g,h} und {d, e, i, j,k,1}

® @

@/é@/db\@

Je flacher der Baum, desto besser.

Die find-Operation ist umso teurer, je tiefer der Baum ist. Deshalb gilt: Je flacher der Baum,
desto besser.

Drei Ideen:

1. Jeder Knoten hat ein Attribut »rank«, das bei 1 beginnt und das wir nur »widerwillig
erhohen«.

2. Bilden wir die Vereinigung zweier Baume, so hingen wir immer den Baum mit klei-
nerem Wurzelrang unter den mit grolerem Wurzelrang. (Sind die Ringe gleich, muss
erst »widerwillig« einer explizit erhoht werden.)

3. Wenn wir eine Wurzel suchen und sowieso schon alle Knoten auf dem Pfad zur Wur-
zel »anfassen«, kdnnen wir sie auch gleich auf dem Riickweg zu Kindern der Wurzel
machen.

Vier Methoden, auf denen sich die Operationen »init«, »rep« und »unite« leicht
aufbauen lassen.

procedure makeset(x)
x.parent <— null
x.rank < 1

procedure increase(x)
// Precondition: x is a root

x.rank < x.rank +1

procedure link(x,y)
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8.1 Die Verwaltung disjunkter Menge

// Precondition: x and y are roots and have different ranks
case x.rank < y.rank: x.parent <y
case x.rank > y.rank: y.parent <— x

14 procedure find(x)

if x.parent = null then
return x

else
x.parent <— find(x.parent)
return x.parent

Beispiel einer Folge von Operationen.

Start nach sieben Makesets

000000

Increase auf roten Knoten

OO0 oO

Resultat

©@0 00000

Linke nun rote Knoten

® 000000

Resultat

ofcNoXoNoRo
®

Linke nun wieder rote Knoten

ONONORONONO

Resultat

@ O 000

ofo

Increase auf roten Knoten

@ @® © 0O 0O

ofo

Resultat

@ © 000

ofo
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8.2 Die Verwaltung disjunkter Menge

Resultat nach weiterem Link Resultat nach weiterem Increase

@ 000 @ 600

ofolo ofo

Resultat nach weiterem Link Finde nun roten Knoten

@ OO0 @ OO0

ofo offo
ofo ofo

- e
%/ )0 g )0

o E o

@ Zur Ubung
Bestimmen Sie den Wald, der aufgrund der folgenden Folge von 20 Operationen entsteht:

. makeset(a), makeset(b), makeset(c), makeset(d), makeset(e),
. increase(a), increase(a), increase(a), increase(a),

. increase(b), increase(b), increase(b),

. increase(c), increase(c),

® N OV AW N o
S
»
=
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O
=
S
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Ein paar einfache Beobachtungen.

1. Der Elternknoten eines Knoten hat immer einen echt hoheren Rang.
2. Ist ein Knoten erstmal keine Wurzel mehr, dndert sich sein Rang nie wieder.
3. Auf einem Pfad zur Wurzel steigen die Ringe strikt an.
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8.2 Analyse

Wie lange dauert eine Folge von Operationen?

Wir suchen eine obere Schranke fiir die Laufzeit von n von Operationen (Makeset, Increase,
Find, Link). Dazu fiihren wir eine amortisierte Analyse durch mit einer Potentialfunktion.
Es wird leicht sein zu sehen, dass die amortisierten Kosten O(na(n)) sind, wenn wir die
Funktion a(n) groB genug wihlen. Es wird schwieriger sein zu sehen, dass wir als a(n) die
umgekehrte Ackermann-Funktion wdhlen konnen.

8.2.1 Begriffe: Eimer und Mlinzen

Grundideen der Analyse

Wir stellen uns vor, dass neben jedem Knoten o(n) Eimer stehen, nummeriert von 1 bis
o(n). (Wir werden a(n) erst spéter bestimmen.) In die Eimer werden wir nach und nach
gleichmifig Miinzen einfiillen (bei Makeset- und Increase-Operationen). Bei einer Find-
Operation werden wir maximal eine Miinze pro Knoten entfernen. Tun wir dies, so entneh-
men wir die Miinze dem ersten nichtleeren Eimer. Seine Nummer nennen wir den Level des
Knotens. Das Potential eines Waldes ist die Summe aller Miinzen in allen Eimern in allen
Knoten.

— Jeder Knoten hat a(n) = 3 Eimer.
— Das Potential des roten Knotens ist 4, das des blauen 2, das Gesamtpotential ist 40.
— Der Level des roten Knotens ist 2, des blauen 3. Alle Wurzelknoten haben Level 1.

8.2.2 Regeln: Ein- und Auszahlung

Die genauen Regeln, wie Miinzen in die Eimer kommen.

Regel fur makeset(x)
Ein Knoten x beginnt mit einer Miinze pro Eimer.

Regel fiir increase(x)
Fiige jedem Eimer von x eine Miinze hinzu.

Regel fiir link(x,y)
Tue nichts.

Regel fir find(x)

Seien x; bis x; die Knoten auf dem Pfad von x zur Wurzel w, mit x; = x und x; = w. Fiir
i € {l,...,k— 1} entferne eine Miinze bei x;, wenn es ein j € {i+ 1,... .k — 1} gibt mit
x;.level = xj.level. (»Pro Level wird beim wurzelnichsten Knoten keine Miinze entfernt.«)

Der Wald nach i mcrease red
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8-18 Der Wald nachﬁnd blue
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Skript Fiir alle, die die obige Beschreibung mit Eimern und Miinzen mal »mathematisch aufgeschrieben
sehen mochten, hier die Definitionen noch einmal etwas formaler:

P Definition: Potentialfunktion
Fiir eine Folge 01, .. ., 0, der Makeset-, Increase-, Link- oder Find-Operationen sei D,, der resultierende
Wald gemif dem Algorithmus von Folie 8-10. Wir erweitern (konzeptionell) die Attribute der Knoten
(derzeit »parent« und »rank«) um ein weiteres Attribut »coins«. Wie sich die Werte dieses Attributs
verdndern, wird spiter definiert. Es gilt aber:

(D)) = Z x.coins.

x ist Knoten in D;

P> Definition: Level
Fiir einen Knoten x sei der Level des Knoten definiert als

x.level = (o(n) + 1) — [x.coins/x.rank]

» Definition: Anderung des Coins-Attributs
Durch eine Operation o; moge sich der Wald D zu D’ dndern. Die Coins-Attribute @ndern sich dann
in Abhéngigkeit davon, wie o; lautet, wie folgt:
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makeset(x) In D’ gilt x’.coins = a(n). (In jedem Eimer ist initial eine Miinze, was bei a/(n) Eimern
gerade o(n) Miinzen entspricht.)
increase(x) Es gilt x'.coins = x.coins + a(n). (Pro Eimer wird eine Miinze hinzugefiigt.)
link(x,y) Keine Anderungen der Coins-Attribute.

find(x) Seien x; bis x; die Knoten auf dem Pfad von x zur Wurzel r, mit x; = x und x; = r. Fiir
ie{l,....,k—1} sei

;. x;.coins— 1, wennes ein jmiti < j < kund x;.level = x;.level gibrt,
Xj.coins = .
Xx;.coins, sonst.

Zur Ubung
Bestimmen Sie das Potential des Waldes, der aufgrund der folgenden Folge von 20 Opera-
tionen entsteht (o(n) = 3):

. makeset(a), makeset(b), makeset(c), makeset(d), makeset(e),
. increase(a), increase(a), increase(a), increase(a),

. increase(b), increase(b), increase(b),

. increase(c), increase(c),
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8.2.3 Abschatzung der amortisierten Kosten

Die amortisierten Kosten pro Operation sind hochstens a(n).

Satz

Sei o(n) grof3 genug gewdhlt, dass niemals alle Eimer bei irgendeinem Knoten leer werden.
Dann sind die amortisierten Kosten jeder Makeset-, Increase-, Link- und Find-Operation
hochstens O(ou(n)) und damit die realen Gesamtkosten einer Folge n solcher Operationen
hochstens O(n - a(n)).

Beweis. Die amortisierten Kosten einer Operation sind die realen Kosten plus die Anderung
des Potentials. Bei uns ist die Potentialdnderung gerade die Anzahl an hinzugefiigten Miin-
zen. Die realen Kosten von makeset(x) und increase(x) sind 1 und es werden a(n) Miinzen
hinzugefiigt, was O(1 + o¢(n)) amortisierte Kosten ergibt. Die realen Kosten von link(x,y)
sind 1 und es werden keine Miinzen hinzugefiigt, was O(1) als amortisierte Kosten ergibt.
Die realen Kosten von find(x) ist die Linge des Pfades von x zur Wurzel. Bis auf o/(n) vie-
le Knoten entfernen wir aber fiir jeden Knoten auf diesem Pfad eine Miinze; das Potential
wird also genau um die Pfadldnge gesenkt — bis auf die (n) Knoten, die dann genau die
amortisierten Kosten darstellen. O

8-21
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8.2.4 Abschatzung des maximalen Levels

Wie schnell leeren sich die Eimer?

Unsere Analyse ergibt eine »um so bessere Abschétzung«, je kleiner wir o/(n) wihlen kon-
nen. Wir miissen daher wissen, »wie schnell die Eimer leer werden«. Fiir einen Knoten x sei
p = x.parent. Wir zeigen gleich, dass

1. der erste Eimer erst leer ist, wenn p.rank > 2 - x.rank;

2. der zweite Eimer erst leer ist, wenn p.rank > 2*" ank — 9 1 x.rank;
3. der dritte Eimer erst leer ist, wenn p.rank > 2 11 x.rank,

4. der vierte Eimer erst leer ist, wenn p.rank > 2 t11 x.rank,

5. und so weiter.

Die »Pfeil-Notation« ist nach Knuth wie folgt definiert:
a-b firn =0,

at"b=<a fiir b= 1 und
at" ' (at" (b—1)) sonst.

Level 1: Der erste Eimer

Lemma
Sei x ein Knoten, dessen erster Eimer leer ist. Dann gilt p.rank > 2 - x.rank.

Beweis. Wenn zum allerersten Mal eine Miinze entfernt wird, gilt schon x.rank < p.rank. Es
wird nur dann eine Miinze entfernt, wenn spiter auf dem Pfad von x zur Wurzel ein weiterer
Knoten x’ kommt, dessen erster Eimer ebenfalls nicht leer ist. Da x’.rank < p’.rank und x als
neuen Elternknoten die Wurzel w des Pfades bekommt mit p’.rank < w.rank, folgt, dass der
neue Elternknoten w von x nach dem »Umhiéingen« einen um mindestens 1 héheren Rang
hat. Damit der erste Eimer von x komplett leer wird, muss sich also x.rank mal der Rang des
Elternknotens um mindestens 1 erhoht haben. O

find(x)

@ @
OFFFY == OFFH

? ®
O B

Level 2: Der zweite Eimer

Rang: +

Rang:

Lemma
Sei x ein Knoten, dessen zweiter Eimer leer ist. Dann gilt p.rank > 2%,

Beweis. Es wird nur dann eine Miinze aus dem zweiten Eimer entfernt, wenn spiter auf
dem Pfad von x zur Wurzel ein weiterer Knoten x’ kommt, dessen zweiter Eimer ebenfalls
nicht leer ist. Fiir diesen gilt nach dem vorigen Lemma 2x’.rank < p’.rank und somit auch
2x.rank < w.rank. Da w neuer Elternknoten von x wird, verdoppelt sich der Rang des El-
ternknotens jedes Mal, wenn eine Miinze aus dem zweiten Eimer entfernt wird. Damit der
zweite Eimer von x komplett leer wird, muss sich also x.rank mal der Rang des Elternknotens
verdoppelt haben. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

W ] LY

find(x)
ANNANAN>

O~

Rang: -2

OO

©
O A

Level 3: Der dritte Eimer 8-26

Lemma
Sei x ein Knoten, dessen dritter Eimer leer ist. Dann gilt p.rank > 2 11 x.rank.

Beweis. Ahnlich wie in den vorigen zwei Lemmas gilt: Wir entnehmen nur dann eine Miinze
dem dritten Eimer, wenn es ein x’ mit leerem zweiten Eimer spiter auf dem Pfad gibt. Nach
dem vorigen Lemma gilt beim Sprund von x” zu p’, dass der Rang von x’.rank auf p’.rank >
2 rank springt —und damit dann auch der von x.rank auf w.rank. Jede Entnahme einer Miinze
aus dem dritten Eimer erhdht somit den Rang des Elternknoten von r auf 2". Damit der Eimer
leer wird, miissen wir also »x.rank oft potenzieren«, was gerade 2 11 x.rank ergibt. O

Die weiteren Eimer und a(n). 8-27

Lemma
Sei x ein Knoten, dessen i-ter Eimer leer ist. Dann gilt p.rank > 21 --- 1 x.rank = 2 111
——

i—1 Mal
x.rank.
Beweis. Per Induktion iiber i; das Argument ist genau das aus den Lemmata vorher. O
Folgerung

Wiihlen wir «(n) als kleinestes i mit n < 2 1 2, so wird nie ein Eimer leer werden.

Dieses a(n) ist gerade die umgekehrte Ackermann-Funktion.

Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Disjunkte Mengen verwalten 8-28

Entwurfsmethode Divide-and-Conquer
Laziness

Union-Wilder

Analysemethode Amortisierte Analyse mit
Potentialmethode
Klassifikation n- a(n) Laufzeit



8 A&D: Union-Find
Zusammenfassung dieses Kapitels

» Satz

Eine beliebige Folge von n Makeset-, Increase-, Find- und Link-Operationen kann in Zeit
O(n- a(n)) abgearbeitet werden.

P Beweisidee

1.
2.
3.

Das Potential ist die Summe aller Miinzen in den o(n) Eimern pro Knoten.

Makeset und Increase platzieren eine Miinze in jedem Eimer.

Fiir die Kosten eines Find bezahlen wir mit einer Miinze pro Knoten, aufler bei den
jeweils ersten Knoten eines Levels, was nur @(n) viele sind.

. Der i-te Eimer von x kann erst leer werden, wenn der Elternrang mindestens 2 T"*l

x.rank betragt.

. Ist daher o¢(n) die umgekehrte Ackermann-Funktion, so gehen uns nie die Miinzen aus.

(Man kann zeigen, dass jede Datenstruktur fiir die Verwaltung disjunkter Mengen diese
Kosten hat.)



Teil IV
Zufall als Entwurfsmethode

Teil IV

Zufall als Entwurfsmethode

Es gibt im Deutschen sogar ein Sprichwort, dass uns dringend davon abrit, dem obigen
Motto der nachfolgenden Kapitel zu folgen:

»Uberlasse nichts dem Zufall.«

Und es stimmt ja: Computer miissen sehr akribisch vorgehen, wenn sie Probleme 16sen.
Schon ein umgekipptes Bit in den Daten — geschweige denn im Code — bringt einen Rech-
ner schnell zum Blue-Screen. Trotz dieser berechtigten Einwiénde ist »der Zufall« ein aus-
gesprochen niitzlicher Geselle, wenn es um den Entwurf von Algorithmen geht.

Als allen Leserinnen und Lesern hoffentlich wohlvertrautes Beipsiel betrachten wir den
Quicksort-Algorithmus mit der — zugegebenermalien eher diimmlichen — Wahl des jeweils
ersten Elements des zu sortierenden Arrays als Pivot-Element. Wenn nun die zu sortieren-
den Daten bereits sortiert sind, dann hat Quicksort eine sehr miese Laufzeit von Q(n?). Sind
die Eingabedaten hingegen zufillig, so ist die Laufzeit im Erwartungswert nur O(nlogn).
Der Quicksort ist aber nur das bekannteste Beispiel eines Algorithmus, der mit zufdlligen
Daten sehr gut umgehen kann, mit »speziellen« Daten hingegen eher schlecht.

Vor diesem Hintergrund kann man bei einem Algorithmus wie Quicksort entweder einfach
»hoffen«, dass die Daten halt schon zufillig sind und, wenn sie es nicht sind, eben in den
sauren Laufzeitapfel beillen. Alternativ kann man aber eben auch selber den Zufall ins Spiel
bringen: Bei Quicksort ist dies ganz einfach, indem man statt dem ersten Element einfach
ein zufilliges Element als Pivot-Element nutzt.

Generell geht es in diesem Teil des Skripts um die »Geisteshaltung«, den Zufall in das
Design von Algorithmen einzubauen. Wie wir sehen werden, bringt dies in vielen Fillen
enorme Beschleunigungen in den Algorithmen — ohne dass die Korrektheit der Ergebnisse
darunter leiden miisste.



9-1

9-2

Worum
es heute
geht

Kapitel 9

A&D: Suchen in hashbaren Daten

Kuckucks-Hash-Tabellen sind perfekt, dynamisch und verdammt schnell
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Was ist eigentlich ein »Hash«? Wie es sich fiir ein kurzes englisches Wort gehort, hat es
ziemlich viele Bedeutungen, denn generell kann man bei einem guten englischen Worter-
buch eine fast beliebige Kombination von vier Buchstaben suchen und mit ziemlicher Sicher-
heit kommen eine gro3e Anzahl von Bedeutungen heraus — von denen aufler den Worter-
buchschreibern noch niemand gewusst hat. Beispielsweise bezeichnet das doch eher selten
gebrauchte Substantiv »balk« solche unterschiedliche Dinge wie »an illegal motion made by
a baseball pitcher that may decieve a base runner«, »a roughly squared timber beam«, »any
area on a pool or billiard table in which play is restricted in some way« und bekanntermaf3en
natiirlich auch »a ridge left unplowed between furrows«.

Ein »Hash« ist nun laut Webster-Worterbuch »a dish of cooked meat cut into small pieces
and recooked, usually with potatoes«. Es gibt Hashes in verschiedenen Varianten, die auch
liebevoll aufgezihlt werden; die offenbar kulinarisch belesenen Autoren des Worterbuches
haben so auch an Vegetarier im Rahmen eines »hash of raw tomatoes, chilies, and coriander«
gedacht. Entsprechend bedeutet dann »to hash«, »make meat or other food into a hash«, man
kann »hashing« also grob als »verhackstiickseln« iibersetzen. (Anderseits bedeutet »to make
a hash of something« so viel wie wie »es verpatzen.)

Wie verhackstiickselt man nun aber Daten? Dies erscheint doch als eher gefahrlicher, viel-
leicht sogar verbotener Vorgang. Tatsichlich wird beim Hashing ein Objekt genommen
und daraus durch wildes »Herumrechnen« eine einzelne Zahl errechnet — der so genann-
te Hashwert des Objekts. Ahnlich wie man beim gekochten Hash auch nicht mehr erkennen
kann, von welchem Rindvieh es stammt, so kann man einem Hashwert auch nicht mehr
ansehen, von welchem Objekt es stammt. Wichtig ist beim Hashing eigentlich nur, dass un-
terschiedliche Objekte (moglichst) unterschiedliche Hashwerte bekommen sollten.

In diesem Kapitel mochte ich zunédchst Ihr Wissen iiber Hashtabellen »etwas auffrischen«,
aber auch ein neues Konzept einfiihren: die Idee der dynamischen Grofenanpassung. Bei
den meisten Hashtabellen weifl man in dem Moment, wo man sie angelegt, noch nicht, wie
groBBe die Tabelle wird. Wihlt man nun die Grofle zu klein, so werden viele Hashverfahren
extrem langsam oder funktionieren gar nicht mehr. Wiahlt man sie zu grof}, so wird unter
Umstédnden sehr viel Speicher verschwendet. Die dynamische Groenanpassung schafft hier
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9.1 Grundlagen zu Hash-Tabellen

Abhilfe: Immer, wenn die Auslastung der Tabelle (der »Load-Factor«) zu sehr von einem
Idealwert abweicht, wird die Grofe der Tabelle angepasst. Dies bedeutet aber, dass die Tabel-
le komplett neu aufgebaut werden muss, was in der Regel ziemlich lange dauert. Hier setzt
nun aber die uns mittlerweile wohlvertraute amortisierte Analyse ein: Wir werden zeigen,
dass die amortisierten Kosten der GroBendnderungen konstant sind. Mit anderen Worten:
Wir bekommen die automatische Gro3enanpassung von Hashtabellen geschenkt.

Das Wort »Hash« ist {ibrigens im Vergleich zu den Alternativen, die der Thesaurus bereit-
hilt, eher langweilig. Es wiirde die Informatikliteratur sicherlich etwas auflockern, redete
man statt von Hashwerten von mishmash values, die man statt in eine Hash-Tabelle in eine
gallimaufry table einfiigt.

9.1 Grundlagen zu Hash-Tabellen

Wie schnell geht es wirklich?

Was Suchbdaume kénnen
Zeitbedarf der Basis-Operationen bei 2-3-Suchbidumen, wenn #n Elemente gespeichert sind:
Operation  Zeitbedarf
insert(k,v)  O(logn)
delete(k)  O(logn)
find(k)  O(logn)

Der Platzbedarf ist ebenfalls O(n).

Was wir gerne hatten
Idealer Zeitbedarf der Basis-Operationen, wenn n Elemente gespeichert sind:
Operation ?
insert(k,v) O(1)
delete(k) O(1)
find(k) —O(1)
Der Platzbedarf soll ebenfalls O(n) betragen.

Das Versprechen der Hash-Tabellen

— Eine Hash-Tabelle versucht, die drei Basisoperationen in konstanter Zeit erledigt zu
bekommen.

— Standard-Verfahren wie lineares Sondieren benétigen jedoch im Worst-Case Zeit O(n).

— Perfekte Hash-Tabellen unterstiitzen hingegen zumindest das Suchen in Worst-Case Zeit
o(1).

Die Dinge, nach denen wir heute suchen

1. Jedes Objekt besteht aus einem Schliissel und einem Wert.
2. Die Schliissel sind Zahlen aus dem »Schliisseluniversum« U = {0,1,2,...,N — 1} (oder
lassen sich als solche kodieren).

Beispiel
Konten in einem Graphen
Schlissel Die Knotennummern
Werte Informationen, die an den Knoten »hidngen«

Ubersetzung der Anforderungen nach Java

interface HashMap.Entry <K extends Object, V>
{

K getKey ()7

v getValue ();

void setValue (V value);

9-4

9-5
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9 A&D: Suchen in hashbaren Daten
9.1 Grundlagen zu Hash-Tabellen

Welche Grundoperationen sind erlaubt?
Operationen, die wir heute unterstiitzen wollen

1. Einfiigen von Elementen
2. Loschen von Elementen
3. Suchen nach Elementen anhand von Schliisseln

Ubersetzung der Anforderungen nach Java

interface HashMap <K extends Object, V>

{
void insert (K k, V v);
void delete (K k);
HashMap.Entry<K,V> search (K k);

}

9.1.1 Dieldee

Die einfache Grundidee hinter einer Hash-Tabelle.

Eine Hash-Tabelle T ist ein Array einer bestimmten Grofle r, wobei r in der Regel viel
kleiner als N ist. Eine Hash-Funktion h bildet die Schliissel »zufdllig« auf Arraypositionen
ab, also i: U — {0,...,r — 1}. Ein zu speichernder Schliissel x € U wird idealerweise an
Position h(x) im Array gespeichert.

Beispiel: Einfiigen von 14 und 36 mit 4(x) = x mod r.

Leere Tabelle Einfiigen von 14
T[0] [null T[O0] [null
T[1] |null T[1l] |null
T[2] |null T[2] |null
T[3] [null T[3] [null
T[4] |null T[41 | 14
Einfligen von 36

T[0] [null

T[1]| 36

T[2] [null

T[3] [null

T[4l | 14

Will man 9 an Stelle £(9) = h(14) = 4 speichern, so muss man etwas Schlaues tun. Die
Hash-Verfahren unterscheiden sich nur dadurch, was das konkret bedeutet.
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9.1.2 Verkettung

Etwas Schlaues tun I: Verkettung

— In den Arrayfeldern speichern wir nicht direkt die Schliissel, sondern jedes Arrayfeld
ist der Anfang einer verketteten Liste.

— Alle Objekte, die von der Hashfunktion auf dasselbe Feld abgebildet werden, werden
in der Liste des Feldes gespeichert.

— Suchen in dieser Liste ist zwar langsam, aber da Kollisionen selten sind, ist die Liste

sehr kurz.
Einfiigen von 7,

Leere Tabelle

9, 12.

T[0] [null

T[1l] |null

T[2] [null

T[3] [null

T[4] [null

Einfligen von 9

] |null

T[O
T[1l] [null
T[2] [ 2

T[3] |null

T[4] [ &

9.1.3 Lineares Sondieren

Etwas Schlaues tun lI: Lineares Sondieren

Einfiigen von 7, 9, 12, 34, Léschen von 7.

Leere Tabelle

T[0] |null
T[1] [null
T[2] [null
T[3] [null
T[4] |null

Einflgen von 9

T[0] [null
T[1l] [null
T[2] 7
T[3] [null
T[4] 9

Einfligen von 7

null

null

o 7 ]

null

null

null

null

[ Tob[12]

null

9]

Ist an A(x) kein Platz, so versuchen wir es eben an Stelle /(x) + 1.

Wenn dort kein Platz ist, dann an Stelle A(x) + 2 und so weiter.

Beim Suchen miissen wir dann aber neben /(x) auch alle Folgepositionen durchgehen,
bis wir eine leere Stelle finden.

Beim Loschen muss man eine Losch-Markierung an die Stelle setzen.

Einfligen von 7

null

null

7

null

null

null

null

7

12

9

9-8

9-9
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9 A&D: Suchen in hashbaren Daten

9.2 Dynamische Gré3enanpassung

Einfiigen von 34 Léschen von 7
T[0] | 34 T[0] | 34
T[1] |null T[1] |null
T[2] 7 T[2] |mark
TI31 ] 12 TI31 ] 12
T[4] 9 T[4] 9

9.1.4 Hash-Funktionen

Hash-Funktionen muss man mit Liebe aussuchen.

Man muss Hash-Funktion h sorgfiltig wihlen: Da das Universum U viel groBer ist als die
Tabelle, muss es notgedrungen sehr viele Kollisionen geben. Liegen diese Kollisionen »un-
giinstig«, so kommt es zu Verklumpungen.

Beispiel

Sei r = 256 die TabellengroBe und N = 232 die UniversumsgroBe. Sei /(x) = x mod 256,
also das »letzte Byte von x«. Dann ist die Anzahl der Kollisionen minimal, aber die Hash-
Funktion trotzdem sehr ungeeignet, wenn das letzte Byte aller zu hashenden Schliissel O
ist.

Universelle Hash-Funktionen haben keine Vorlieben.

Definition: Universelle Hash-Funktionen
Eine Familie H von Hash-Funktionen hei3t universell, wenn es fiir je zwei Schliissel x und
y hochstens |H|/r Hash-Funktionen /& € H gibt mit i(x) = h(y).

Wihlt man eine Hash-Funktion aus einer universellen Familie H zufillig, so ist fiir je zwei
Schliissel x und y die Wahrscheinlichkeit einer Kollision nur 1/r. Dies ist dieselbe Wahr-
scheinlichkeit, als wéren h(x) und h(y) komplett zufillig gewdhlt.

Satz
Sei p > N eine Primzahl. Dann ist die Familie H = {h, ), | a,b € {1,...,p —1}} eine uni-
verselle Hash-Familie mit

hap(x) = ((ax+b) mod p) mod r.

Zum (nicht sonderlich schwierigen) Beweis siehe [1].

9.2 Dynamische Grol3enanpassung
9.2.1 Die Verdoppelung-Halbierungs-Strategie

Wie grol3 sollte eine Hash-Tabelle sein?

Zur Diskussion

Sie rufen new SuperDuperHashTable () auf. Dann fiigen Sie 10 Elemente ein. Dann
suchen Sie 1.000 Mal nach Elementen. Dann fiigen Sie 10.000 weitere Elemente ein. Dann
suchen Sie 1.000 Mal nach Elementen. Dann 16schen Sie 9.999 Element wieder. Wie grof3
sollte die Hash-Tabelle sein?

Der Load-Factor einer Tabelle sollte nicht zu gro8 und nicht zu klein sein.

Definition: Load-Factor
Der Load-Factor einer Hash-Tabelle ist das Verhiltnis

__ Anzahl der gespeicherten Elemente
N GroBe der Tabelle (also r)

— Ist a sehr klein (zum Beispiel o < 0.01), so wird sehr viel Platz verschwendet.
— Ist a sehr grof (o > 0.9), so werden alle Operationen langsam oder unmdoglich.
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9.2 Dynamische Gré3enanpassung

Die Idee des Rehashing.

Big Idea
Immer, wenn der Load-Factor ein erlaubtes Intervall verlasst, so wird die Tabellengrofle
angepasst, so dass er wieder »gut« ist.

Beispielsweise konnte man verlangen, dass o immer zwischen Otyj, = 0.1 und O = 0.4
liegt. Wird dies verletzt, so wird die Grofe so angepasst, dass wieder & = Ogea; = 0.25 gilt.

Die Idee ist gut, aber. . .
Die GroBe der Hash-Tabelle hat massiven Einfluss auf die Positionen der Schliissel. Folglich
miissen alle Schliissel neu eingefiigt werden.

algorithm checkLoadFactor
r < GroBe von T
n < Anzahl Elemente in T
o<n/r
if o0 < Otin OF O > Olmax then
Tnew < n/ Hideal
Thew < neue Tabelle mit ryey Eintrigen
// Rehash:
Jori<—Qtor—1do
if T[i] # null and Ti] # mark then
insert T[i] into Thew
T < Thew

9.2.2 Amortisierte Analyse

Was kostet uns die Dynamik?

Satz

Fiir eine Hash-Tabelle ohne Grofienanpassung mogen die Basis-Operationen je O(1) lange
dauern.

Dann kann fiir die Hash-Tabelle mit Gréflenanpassung eine Folge von m Einfiige- und
Loschen-Operationen hichstens O(m?) dauern.

Beweis. Offenbar dauert ein Rehash Zeit O(r), maximal also O(m). Da ein Rehash nach
jeder der Operationen passieren kann, konnen m Operationen maximal O(m?) Aufwand be-
deuten. O

@ Zur Diskussion

Vergleichen Sie diese Laufzeit mit der Laufzeit von m Einfiige- und Loschen-Operationen
in einen 2-3-Baum.

Die amortisierte Laufzeit der Dynamik.

Die Worst-Case-Abschitzung scheint viel zu pessimistisch: Nach einem Rehash miissen erst
viele Einfiige- oder Loschen-Operationen kommen, bevor wieder ein Rehash notig ist. Es
liegt nahe, eine amortisierte Analyse zu versuchen.

Satz

Fiir eine Hash-Tabelle ohne Grofienanpassung mogen die Basis-Operationen je Kosten 1
verursachen.

Dann kann fiir die Hash-Tabelle mit Grofienanpassung mit Opmin < Qideal < Omax €ine Folge
von m Einfiige- und Loschen-Operationen hichstens Kosten O(m) verursachen.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fir Qi = 1/8, Oideas = 1/4 und Oimax = 1/2; fiir
den allgemeinen Fall siche Ubung 9.1.

Wir definieren eine Potentialfunktion wie folgt: ®(T;) sei gerade der zwolffache Betrag der
Abweichung von der idealen Anzahl der Elemente, also ®(T;) = 12|n; — r;/4|. Offenbar ist
dies anfangs 0 und nie negativ.

Die amortisierten Kosten des Einfiigens eines Elements sind:

9-14

9-16
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Wenn kein Rehash nétig ist und n;/r; > O4geal, SO steigt das Potential um 12, also:

ai= 1 +®(T)—d(T_,)=13.

reale Kosten

2. Wenn kein Rehash nétig ist und n;/r; < Gigear, S0 fillt das Potential um 12, also: a; =
1+®(T) —(T;1) = —11.
3. Wenn ein Rehash nétig ist:

3
a;=ri+ri— +¢)(Tl) —(b(Ti,]) = 57‘,’4‘0— 12(}”,‘,1/2—}’,',1/4) =0.
——
reale Kosten

Die amortisierten Kosten sind also immer durch eine Konstante beschrinkt.
Die amortisierten Kosten des Loschens sind:

1. Wenn kein Rehash nétig ist, wie beim Einfiigen gerade —11 oder 13.
2. Wenn ein Rehash nétig ist:
ai= ri+ri-1 +®(T;) — ®(T;—1)
——
reale Kosten

=3r+0-— 12|r,~_|/8—r,-_1/4| =0.

Wieder sind die amortisierten Kosten also konstant.
Die amortisierten Kosten von m Operationen sind folglich hochstens 13m und somit auch
die realen Kosten. 0

Zusammenfassung dieses Kapitels

Suchen in Hash-Tabellen mit verdnderlicher
hashbaren Daten Grofle

Randomisierung ad hoc

& o Einfache Hash-Tabellen Verdopplungs- /

\/ Halbierungsstrategie

Worst-Case-Analyse Amortisierte Analyse
Average-Case-Analyse

O(n) Zugriffszeit Lineare Worst-Case-Laufzeit

O(1) Zugriffszeit
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9.3 Ubungen zu diesem Kapitel

P Hash-Tabellen mit veranderlicher Grée
Passt man die Grof3e von Hash-Tabellen immer dann an, wenn der Load-Factor Schwellwerte
tiber- oder unterschreitet, so sind bleiben die amortisierte Kosten konstant.

Zum Weiterlesen

[1] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clifford Stein, Intro-
duction to Algorithms, zweite Auflage, MIT Press, 2001, Kapitel »Hash Tables«.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 9.1 Amortisierte Analyse von Hash-Tabellen mit GréBenanpassung, mittel
Beweisen Sie Satz 9-16 fiir beliebige Oyin, Oideal Und Otmax.
Tipp: Passen Sie die Potentialfunktion aus dem Beweis geeignet an.

Ubung 9.2 Hashing mit dynamischer GréBenanpassung, mittel

Im Folgenden soll eine Hashtabelle mit linearer Sondierung, dynamischer Gréenanpassung und ei-
ner universellen Familie H, = {hq, | a,b € {1,...,p— 1}} mit h, ;(x) = ((ax+ b) mod p) mod r
von Hashfunktionen simuliert werden. Das dynamische Verhalten der Tabelle ist durch die Parameter
Olimin = 1/8, Qigeal = 1/4, und 0tmax = 1/2 beschrieben.

1. Starten Sie mit einer Tabelle der Grofle » = 4 und filigen Sie nacheinander Elemente mit den
Schliisseln 3, 5, 1 und 2 ein. Verwenden Sie hierzu die Hash-Funktion &y 16 € H3. Hierbei
wird eine Groenanpassung notwendig, verwenden Sie nach der Groenanpassung die Funktion
h7s € H3y.

2. Loschen Sie aus der Tabelle nun die Werte 2 und 5. Geben Sie dabei explizit die Berechnung der
Hashwerte und den gesamten Inhalt der Tabelle nach jeder Loschoperation an.

Ubung 9.3  Kuckuck-Hashing simulieren, mittel

In dieser Aufgabe werden wir das Kuckuck-Hashing an einem Beispiel simulieren. Hierbei verwenden
wir die Hashfunktion /11,14 € Hj7 fiir die erste der beiden Tabellen und die Hashfunktion /19 € Hy7
fiir die zweite. Eine dynamische Groenanpassung soll in dieser Aufgabe erst einmal nicht vorgenom-
men werden.

Starten Sie mit zwei leeren Tabellen der Grof3e » = 3 fiir das Kuckuck-Hashing. Fiigen Sie nacheinander
die Elemente 3, 5, 2, 7 und 10 ein.
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Kuckucks-Hash-Tabellen sind perfekt, dynamisch und verdammt schnell
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Die bekanntesten Hash-Tabellen sind sichlicher die Hash-Tabellen mit linearer Sondierung:
Ist eine Stelle in der Tabelle schon voll, so sucht man sich eben den nichsten leeren Platz.
Diese Methode ist in der Praxis ziemlich gut (genaugenommen ist sie fast unschlagbar gut),
jedoch gibt es aus theoretischer und (ganz selten) auch aus praktischer Sicht einen gravie-
renden Nachteil: Es kann sein, dass es recht lange dauert, ein Element zu finden. Das ist
zwar sehr unwahrscheinlich, aber eben auch nicht unmaéglich.

Aus diesem Grund hat man lange geforscht, eine Variante von Hash-Tabellen zu finden, die
genauso schnell ist wie Hash-Tabellen mit linearer Sondierung, die aber eine garantierte
konstante Suchzeit hat. Mit dieser Problematik haben sich dann Theoretiker extensiv be-
schiftigt und auch Erfolg gehabt. Jedoch hatte dieser »Erfolg« einen Schonheitsfehler: die
entwickelten »Dynamic Amortized Perfect Hash Tables« haben alle nur denkbaren scho-
nen theoretischen Eigenschaften — in der Praxis sind Hash-Tabellen mit linearer Sondierung
trotzdem viel schneller. Das liegt daran, dass diese Tabellen intern doch reichlich komplex
aufgebaut sind und der Verwaltungsoverhead enorm ist.

Das Blatt hat sich 2001 gewandelt, als auf dem European Symposium on Algorithms das
Kuckucks-Hashing vorgestellt wurde. Diese Methode hat drei entscheidende Vorteile:

1. Sie ist in der Praxis fast genauso schnell wie lineares Sondieren.

2. Sie garantiert, dass die Suche nie mehr als zwei Speicherzugriffe braucht (und damit
immer eine sehr kleine konstante Zeit braucht).

3. Sie ist sehr einfach zu verstehen und zu implementieren.

Damit ist Kuckucks-Hashing eine praktische Methode des Hashings, die aber auch die Theo-
riegemeinde gliicklich gemacht hat: Wie wir in diesem Kapitel sehen werden, ist die Analyse
des Kuckucks-Hashing durchaus interessant und deutlich komplexer als die eigentliche Da-
tenstruktur (das haben sie dann mit der Union-Find-Datenstruktur gemeinsam).
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10.2 Perfektes Hashing: Die Anforderung

10.1 Perfektes Hashing: Die Anforderung

Was sollte die perfekte Hash-Tabelle leisten?
Das Suchen nach einem Schliissel ist in einer Hash-Tabelle sicherlich die hdufigste Operation.
Man kann zeigen, dass diese im Schnitt dauern:

- O(1+ ) bei Hash-Tabellen mit Verkettung und
- O(1L;) bei Hash-Tabellen mit linearem Sondieren.

In beiden Fillen ist jedoch die Worst-Case-Zeit O(n), wenn es n Elemente gibt.

Definition: Perfekte Hash-Verfahren
Ein Hash-Verfahren heit perfekt, wenn die Zeit fiir eine Suche im Worst-Case O(1) betrigt.

(Einfiige- und Loschen-Operationen konnen hingegen linger dauern.)

10.2 Statische perfekte Hash-Tabellen
10.2.1 Geburtstagstabellen

Der statische Fall.
Wir wollen zunéchst einige recht starke Voraussetzungen machen:

1. Die Menge der n zu hashenden Werte ist fest (statisch) und von vornherein bekannt.
2. Speicherplatz ist kein Problem.
Beispiele

— Schliisselworte in einer Programmiersprache.
— Erlaubte xmL-Tags aufgrund einer Document-Type-Description.
— Optionen eines Shell-Befehls.

Interludium: Das Geburtstagsparadoxon.

Zur Diskussion
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei der Anwesenden im Horsaal am gleichen
Tag des Jahres Geburtstag haben?

Bei 23 Anwesenden ist sie hoher als 50%.
Bei 50 Anwesenden ist sie hoher als 97%.
Bei 57 Anwesenden ist sie hoher als 99%.
Bei 100 Anwesenden ist sie hoher als 99,99997%.

Allerdings:
— Bei 10 Anwesenden ist sie unter 12%.
— Bei 20 Anwesenden ist sie unter 42%.
Interludium: Das Geburtstagsparadoxon auf dem Mars

Zur Diskussion
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei der Anwesenden im Horsaal am gleichen Tag
des Mars-Jahres Geburtstag haben, wenn die Vorlesung auf dem Mars stattfinden wiirde?

Das Mars-Jahr hat 687 Tage.
— Bei 32 Anwesenden ist sie hoher als 50%.
Allerdings:

— Bei 10 Anwesenden ist sie unter 10%.
— Bei 20 Anwesenden ist sie unter 26%.
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10.2 Statische perfekte Hash-Tabellen

Wie man das Geburtstagsparadoxon in ein Hash-Verfahren umwandelt.

Idee zum perfekten statischen Hashing

Wiren die Geburtstage gerade die Hashwerte und wiren die Tage des Jahres die mogli-
chen Tabelleneintrige, so erhilt man mit iiber 50% Wahrscheinlichkeit ein Hashing ohne
Kollisionen, wenn es nur 22 zu hashende Studenten gibt.

Allgemein gilt:

Satz
Ist r = n?, so gibt es bei einer zufilligen Wahl der Hash-Funktion mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 50% keine Kollisionen.

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kollision von zwei Werten ist 1/r = 1/n?. Es gibt

(3) Paare. Der Erwartungswert fiir die Anzahl X an Kollisionen ist somit E[X] = () - =
2
n

3 — < 1/2. Nach der Markov-Ungleichung gilt Pr[X > ] <E[X]/t und fiir # = 1 ist also
die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens eine Kollision gibt, kleiner als 1/2. O
Merke

Sind in einem Horsaal n Studierende auf einem Planeten mit Umlaufzeit n” Tagen, so haben
mit weniger als 50% Wahrscheinlichkeit zwei am selben Tag des Planeten-Jahres Geburts-
tag.

Geburtstagstabellen: perfektes statisches Hashing.

algorithm build_birthday_table(ky,v1, ... kn,vy)
p < pick a prime larger than N
start:
T < new Entry (2]
a < random value between 1 and p — 1
b < random value between 1 and p — 1
fori< 1tondo
if Tlhqp(ki)] is empty then
T [hgp(ki)] < (ki,vi)
else
goto start
return (T,p,a,b)

algorithm search(key)
e Tlhap(key)]
if e is not null and e.key = key then
return e
else
return null

Und jetzt noch Platz sparen. . .
Das perfekte Hashing mit einer Tabelle der GroBe n” funktioniert schon ganz gut, aber der
Platzbedarf ist fiir groere n viel zu groB.

Der Trick mit den zweistufigen Tabellen

Um Platz zu sparen, gehen wir wie folgt vor: Wir benutzen zunéchst doch eine Tabelle der
GroBe r = n, wodurch (fast) mit Sicherheit viele Kollisionen zustande kommen. Deshalb
speichern wir fiir jede Stelle alle Elemente, die auf diese Stelle gehasht werden, in einer
(kleinen) perfekten Geburtstagstabelle. Diese Tabellen haben zwar quadratische Grofie in
der Anzahl ihrer Eintriige, jedoch gibt es ja auch nur wenige Eintréige. Die Analyse zeigt
gleich, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit die Summe der Gréfien der Geburtstagstabelle
lediglich O(n) ist.
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10.2 Statische perfekte Hash-Tabellen

Der Aufbau der statischen perfekten Hash-Tabelle.

Eine Tabelle

T[O0] |null
T[1l] |null
T[2] o —| T |
T[3] [null
T[4] o0 — 7 |

Die Haupttabelle links mit Hashfunktion / speichert Verweise auf viele kleine Geburtstags-
tabellen 7;. Jede speichert:

1. Alle Schliissel k mit 2(k) = i. Seien dies n; viele.

2. Die (quadratische) Groe r; = "12

3. Die zufillig gewihlten Zahlen a; und b; fiir eine lokale Hashfunktion £, ;. fiir diese
Tabelle.

Offenbar bendtigt die Gesamttabelle insgesamt Platz

Die Algorithmen hinter der statischen perfekten Hash-Tabelle.

algorithm build_perfect_table(ky,v1,. .., kn,vy)
T < new Table [n]
h < random hash function for T (pick h = hy}, for random a and b)

L < new List [n]
fori<+ 1tondo
append (k;,v;) to L[h(k;)]

fori< 1tondo
T[i] < build_birthday_table(L[i])

algorithm search(key)
return T [h(key)].search(key)

10.2.2 Analyse der statischen perfekten Hash-Tabellen

Viele Geburtstagstabellen brauchen weniger Platz als nur eine.

Satz
Der Erwartungswert fiir die Gesamtgrofe der statischen perfekten Hash-Tabelle ist

r—1
B [Z 2] <on.
i=0

Beweis. Da n,2 =n;+2 (';’) allgemein gilt, ldsst sich der Erwartungswert wie folgt umschrei-
ben:

r—1

> (3

—~\2/|"

i=0

Die Summe Y7 (%) ist die Anzahl aller Kollisionen. Da wir universelles Hashing benut-

zen, ist die Wahrscheinlichkeit einer Kollision gerade 1/r = 1/n. Folglich ist der Erwar-
1

tungswert fiir die Anzahl an Kollisionen gerade (g) o= "—51 Setzt man dies oben ein, so

erhilt man die Behauptung. O

E{inz] :E[%] 1+2E

=n
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10.3 Kuckucks-Hashing

Zusammenfassung zum statischen perfekten Hashing.
Um n Werte in einer statischen perfekten Hash-Tabelle zu speichern, geht man wie folgt vor:

1. Wihle eine Hash-Funktion 4 zufillig.

2. Ermittle fiir jedes i € {0,...,r — 1}, wie viele Elemente »; hierauf gehasht wiirden.

3. Ist die Summe § = Z::_ol ”12 groBer als 4n, so wihle eine andere Hash-Funktion und
starte neu. (Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist nach der Markov-Ungleichung nur Pr[S >
4n) <E[S]/4n < 1/2.)

4. Anderenfalls baue mit dem Algorithmus build_perfect_table die perfekte Hash-Tabelle.

5. Die resultierende Tabelle hat Gesamtgrdfie 4n und Suchen bendtigt immer und somit
auch im Worst-Case zwei Speicher-Zugriffe.

10.3  Kuckucks-Hashing
10.3.1 Dieldee

Ideen muss man haben.

Die Situation bis 2001

Die Idee der statischen perfekte Hash-Tabelle kann man zu einer dynamischen perfekten
Hash-Tabelle weiterentwickeln. Dabei kommt dann allerdings eine komplexe Datenstruktur
heraus, die in der Praxis untauglich ist.

Das Kuckucks-Hashing
Im Jahr 2001 wurde dann aber ein vollig neues Verfahren fiir das dynamische perfekte
Hashing prisentiert, das vollig anders ist als alle bisherigen und extrem simple ist.

Eine geniale Idee.
Das Kuckucks-Hashing baut auf folgenden Grundideen auf:

1. Es gibt zwei Hash-Tabellen mit zwei Hash-Funktionen statt nur einer.

2. Jedes Element ist entweder in der einen oder in der anderen Tabelle an seinem Hash-
Wert. (Hierdurch wird die Tabelle perfekt.)

3. Fiigt man ein Element ein und sind in beiden Tabellen die Eintrige schon belegt, so fiigt
man das Element trotzdem ein und dafiir fliegt ein Element raus (Kuckucks-Operation),
das dann aber in die andere Tabelle kommt. Ist doch auch kein Platz, so wiederholt sich
das Spiel.

10.3.2 Die Implementation

Der Aufbau im Detail.

Definition
Eine Kuckucks-Hash-Tabelle besteht aus zwei normalen Hash-Tabellen 77 und 7> mit fol-
genden Eigenschaften:

1. Jede Tabelle hat mindestens r = 2n Eintrige (es wiirde aber schon r = (14 €)n reichen).
2. Die zugehorigen Hash-Funktionen /1 und 4, sind zufillig und unabhingig.
3. Jeder Schliissel k ist entweder an der Stelle T;[h; (k)] gespeichert oder an T5 [y (k)].

Beispiel: Kuckucks-Hash-Tabelle
Seien A (x) = (2x mod 7) mod 5 und /;(x) = (3x mod 7) mod 5.

T1[0] T2[0]
T1[1]| 4 T2[1]
T1[2] 1 T2[2] | 3
T1[3] T2[3]
T1[4]| 2 T214]
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Suchen und Léschen sind wirklich einfach.

algorithm search(key)
e < Tilhy(key))
if e is not null and e.key = key then
return e
else
e + Trlhy(key))
if e is not null and e.key = key then
return e
else
return null

algorithm delete(key)

e < Tilhy(key))

if e is not null and e.key=key then
Ti[hy (key)] < null

else
e + Trlhy(key))
if e is not null and e.key=key then

T [hy (key)] < null

Offenbar brauchen beide Operationen nur konstante Zeit (und sind auch praktisch sehr schnell).

Das Einfligen und der Kuckuck.

Beim Einfiigen kann es passieren, dass ein Element weder in die erste noch in die zwei-
te Tabelle an den gewiinschten Platz passt. In diesem Fall schafft die Kuckucks-Operation
Platz:

Kuckucks-Operation

Sei i € {1,2} und j = 3 —i »der Index der anderen Tabelle«. Nehmen wir an, in 7; ist an
Stelle h;(k) ein Element mit Schliissel k gespeichert. Die Kuckucks-Operation entfernt nun
dieses Element aus 7; und fiigt es an der Stelle /(k) in der Tabelle T} ein.

Offenbar kann es bei der Kuckucks-Operation vorkommen, dass am »Zielort T;[h(k)|» wie-
der kein Platz ist. Dann fiihren wir wieder die Kuckucks-Operation hierauf aus, bis wir einen
Platz finden.

Sollte man in eine Endlosschleife geraten, so muss man sich etwas Schlaues ausdenken.

Beispiel eines Einfligevorgangs.
Seien A (x) = (x mod 100) div 10 und A, (x) = x mod 10.

Ausgangstabelle Einfiigen von 12 mit /1y (12) = 1 und A5 (12) = 2

T1[0] T2([0] T1[0] T2[0]
T1[1] 10 T2[1] T1[1] 10 T2[1]
T1[2]1 | 23 T2[2] | 22 T1[2] | 23 T2[2] | 22
T1[3] T2[3] T1[3] T2[3]
T1[4]1 | 41 T2[4] T1[4]1 | 41 T2[4]
Kuckuck auf 10: Fliegt raus, 12 rein,. . . Kuckuck auf 10:. .. und kommt bei hz(lo) = Orein
T1[0] T2[0] T1[0] T2[01 [ 10
T1[1] 12 T2[1] T1[1] 12 T2[1]
T1[2] | 23 T2[2] | 22 T1[2] | 23 T2[2] | 22
T1[3] T2[3] T1[3] T2[3]
T1[4]1| 41 T2[4] T1[4]1| 41 T2[4]
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10.3 Kuckucks-Hashing

Direktes Einfligen von 123 Einfligen von 43

T1([0] T2[0] [ 10 T1[0] T2[0] | 10
Ti[1]1| 12 T2[1] Ti[1]1 | 12 T2[1]
Ti[2] | 23 T2[21 | 22 Ti[2] | 23 T2[2] | 22
T1[3] T2[3] | 123 T1[3] T2[31 | 123
T1[4] | 41 T2[4] T1[4] | 41 T2[4]
Kuckuck auf 41: Fliegt raus, 43 rein,. . . Kuckuck auf 41:. .. und kommt bei /15 (41) = 1 rein

T1[0] T2[0] 10 T1[0] T2[0] 10
T1[1] | 12 T2[1] T1[1] | 12 T2[1] | 41
Ti[2] | 23 T2[2] | 22 T1i[2] | 23 T2[2] | 22
T1[3] T2[3]1| 123 T1[3] T2[3]1| 123
T1[4]1 | 43 T2[4] T1[4]1 | 43 T21[4]

Einfligen von 110 Kuckuck auf 13: Fliegt raus, 110 rein,. . .

T1([0] T2[0] [ 10 T1[0] T2[0] | 10
T1[1] | 12 T2[1]1| 41 Ti[1] | 110 T2[1]1 | 41
T1i[2] | 23 T2[2] | 22 T1i[2] | 23 T2([2] | 22
T1[3] T2[3] | 123 T1[3] T2[3]| 123
T1[4]| 43 T2[4] T1[4]| 43 T2[4]
Kuckuck auf 13:. .. und kommt bei /5 (12) = 2 rein Kuckuck auf 22: Fliegt raus, 12 rein,. . .

T1[0] T2[0] 10 T1[0] T2[0] 10
T1i[1] | 110 T2([1] | 41 T1i[1] | 110 T2[1]1 | 41
Ti[2] | 23 T2[2] | 22 T1i[2] | 23 T2[2] | 12
T1[3] T2[3]1| 123 T1[3] T2[3]1 | 123
T1[4] | 43 T2[4] T1[4] | 43 T21[4]
Kuckuck auf 22:. .. und kommt bei /1 (22) = 2 rein Kuckuck auf 23: Fliegt raus, 22 rein,. . .

T1([0] T2[0] [ 10 T1[0] T2[0] | 10
T1[1] | 110 T2[1]1 | 41 T1[1] | 110 T2[1]1 | 41
Ti[2]| 23 T2021 ] 12 Ti[2] | 22 T2[2] | 12
T1[3] T2[31 | 123 T1[3] T2[3]| 123
T1[4]| 43 T2[4] T1[4]| 43 T2[4]
Kuckuck auf 23:. .. und kommt bei /5 (23) = 3 rein Kuckuck auf 123: Fliegt raus, 23 rein,. . .

T1[0] T2[0] 10 T1[0] T2[0] 10
T1[1] | 110 T2([1] | 41 T1i[1] | 110 T2[1]1| 41
Ti[2] | 22 T2[2]1 | 12 T1[2] | 22 T2[2] | 12
T1[3] T2[31 | 123 T1[3] T2[31] 23
T1[4] | 43 T2[4] T1[4] | 43 T21[4]
Kuckuck auf 123:.. . und kommt bei /1) (123) = 2 rein

T1([0] T2[0] | 10

T1[1] | 110 T2[11 | 41

Ti[2] | 22 T202]1 ] 12

T1[3] T2[3]| 23

T1[4] 43 T2[4]
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Pseudo-Code des Einfligevorgangs.

algorithm insert(k,v)
insert_me <+ (k,v)
if T1 [k (k)] is empty then
Ti[hi (k)] < insert_me
else if Tr|hy (k)] is empty then
Tr[hy (k)] < insert_me
else
count_down < n
i1
swap (insert_me, T;[h;(insert_me.k)])
while insert_me is not null and count_down >0 do
i+ 3—i
swap (insert_me, T;[h;(insert_me.k)])
count_down < count_down -1
if insert_me is not null then
rehash
insert(insert_me)

Zusammenfassung zur Implementation von Kuckucks-Hash-Tabelle
Laufzeit der Grundoperationen

1. Einfiige-Operationen benotigen immer maximal zwei Zugriffe.

2. Loschen-Operationen bendtigen ebenfalls maximal zwei Zugriffe.

3. Einfiige-Operationen kdnnen, sogar mehrfach, zu einem Rehash der gesamten Tabelle
fiihren.

Effekt der GréBenanpassung
Es kann zu einem Uberlauf oder Unterlauf der Tabelle kommen:

1. Wir setzen O = 1/16, (wobei allerdings schon ﬁ reichen wiirde). Falls also die
Tabellen insgesamt mehr als r/8 Elemente speichern sollen, werden sie vergroBert und
ein Rehash durchgefiihrt.

2. Man kann oy, beliebig setzen. Ein Wert von beispielsweise 1/64 bietet sich an.

Wir haben schon gesehen, dass die amortisierten Kosten hiervon konstant sind.

10.3.3 Analyse der dynamischen perfekten Hash-Tabellen

Wie gut funktioniert das Kuckucks-Hashing?

Satz
Sei eine Folge von Einfiige-, Such- und Loschen-Operationen gegeben. Dann bendtigen diese
Operationen folgende Zeiten:

1. Alle Such-Operationen bendtigen immer maximal Zeit O(1).

2. Die Loschen-Operationen bendtigen amortisierte Zeit O(1). Wenn OQin = 0, so bend-
tigen sie sogar immer maximal Zeit O(1).

3. Die Einfiige-Operationen bendtigen erwartete amortisierte Zeit O(1).

Die ersten beiden Punkte sollten klar sein. Im Folgenden soll also der dritte Punkte bewiesen
werden und wir nehmen vereinfachend an, dass einfach nur n Elemente in zwei leere Tabelle
der Grofle jeweils r = 2n eingefiigt werden.
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103 Kuckucks-Hashing

Erste Vorbereitung: Der »Kuckucksgraph«
Fiir die Analyse ist offenbar wichtig, wie Elemente entlangt von »Kanten« zwischen den
beiden Tabellen wechseln. Wir fiihren daher Begriffe ein, die das »modellieren«:

Definition: Kuckucksgraph

Seien T1 und 7> zwei zum Teil gefiillte Kuckuckstabellen. Der zugehorige Kuckucksgraph
ist ein ungerichteter Multigraph (es kann Kanten mehrfach geben) mit 2r Knoten, nimlich je
einen pro »Slot« der beiden Tabellen, und fiir jeden der » nichtleeren Eintrdge x in einer der
beiden Tabellen einer ungerichteten Kante zwischen dem Knoten, der Slot /; (x) der ersten
Tabelle entspricht, und dem Knoten, der Slot /4, (x) der zweiten Tabelle entspricht.

Beispiel
Kuckucksgraph

Kuckuckstabelle O

T1[0] T2[0] | 110

T1[1] 10 T2[1]

T1[2] 23 T2[2] 22

T1[3] T2 (3] O

T1[4] 41 T2[4]

O

Zweite Vorbereitung: Der »Kuckuckspfadx.

Definition: Kuckuckspfad
Ein Kuckuckspfad von s nach t ist eine nichtleere Folge ey, ..., e, von unterschiedlichen
Kanten im Kuckucksgraph, so dass

1. die erste Kante s enthilt und die letzte  und
2. je zwei aufeinander folgende Kante einen Knoten gemeinsam haben.

Bemerkung: »Unterschiedliche« Kanten bedeutet, dass die Kanten im Multigraphen unter-
schiedlich sein miissen, wohl aber zwischen denselben Knoten verlaufen konnen.

Beispiel
Die roten Kanten (a, b) bilden einen Kuckuckspfad von s; nach 7, die griinen Kanten (c,d)
einen von s nach #,. Die Folgen (a,b,c) und (a,b,a) bilden keine Kuckuckspfade:

Die zwei Schritte der Analyse: Die erwartete Laufzeit istimmer O(1).
Wir zeigen, dass in den beiden folgenden Fillen die erwartete Laufzeit fiir das Einfiigen
eines Elementes x nur O(1) betrdgt:

1. Das Einfligen »gelingt«.
2. Das Einfiigen »misslingt« und wir miissen (mindestens) einmal rehashen.

Analyse des Falls »das Einfligen gelingt«.

Falls das Einfiigen von x gelingt, so muss Folgendes geschehen sein: Beginnend bei einem
Knoten im Kuckucksgraph sind Elemente immer entlang von Kanten des Graphen verscho-
ben worden, bis irgendwann Platz fiir das letzte Element war.

Beobachtung 1
Alle Verschiebungen waren entlang von Kanten innerhalb einer Zusammenhangskompo-
nente des Kuckucksgraphen.
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Beobachtung 2
Entlang einer Kante kann ein Element hochstens zweimal verschoben werden (sonst gerét
man namlich in eine Endlosschleife).

Folgerung
Die erwartete Grofie der Zusammenhangskomponenten ist eine obere Schranke fiir die er-
wartete Laufzeit im Fall »das Einfiigen gelingt«.

Das kleine Pfadldangenlemma.

Lemma
Seien s und t Knoten in einem Kuckucksgraphen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass es
im Kuckucksgraphen eine Kante von s nach t gibt, hochstens 1/(2r).

Beweis.

Fiir eine beliebige Kante x gilt: Die Wahrscheinlichkeit fiir 4 (x) = s und fiir 15 (x) = betréigt
jeweils 1/r. Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit, dass x gerade s und ¢ verbindet, hochstens
1/r%. Daesn = r/2 Kanten gibt, verbindet mit Wahrscheinlichkeit hochstens n/r? < 1/(2r)
eine von ihnen gerade s und 7. O

Das grof3e Pfadlangenlemma.

Lemma
Seien s und t Knoten in einem Kuckucksgraphen und | > 1 eine Linge. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der kiirzeste Kuckuckspfad von s nach t genau Linge | hat, hochstens

1/(2'r).

Beweis durch Induktion iiber I. Fiir | = 1 liefert das kleine Pfadlingenlemma die Behaup-
tung. Fiir Schritt von / — 1 zu [ gibt es genau dann einen kiirzesten Pfad Kuckuckspfad von
s nach ¢, wenn es einen Knoten x gibt mit:

1. Es gibt einen kiirzesten Kuckuckspfad von s nach x der Lange / — 1.
2. Es gibt eine (weitere) Kante zwischen von x nach ¢.

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Wahrscheinlichkeit fiir den ersten Punkt 1/(2/~!r) fiir
ein festes x und 1/(2r) fiir den zweiten, was zusammen 1/(2/r?) ergibt.
Da es r mogliche x gibt (alle in der ¢ gegeniiberliegenden Seite), folgt die Behauptung. [J

Die erwartete Grof3e der Zusammenhangskomponenten.

Lemma
Die erwartete Grofie einer Zusammenhangskomponente des Kuckucksgraphen ist O(1).

Beweis. Zwei unterschiedliche Knoten x und y liegen hochstens mit Wahrscheinlichkeit 1/
in derselben Zusammenhangskomponente: Es muss dafiir einen Weg irgendeiner Linge
[ > 1 geben, was mit Wahrscheinlichkeit >_,°, 1/(2'r) = 1/r der Fall ist. Hieraus folgt
sofort, dass die erwartete Anzahl weiterer Elemente, die in derselben Komponente wie ein
gegebenes x sind, hochstens 2r/r = 2 sind. O

Damit ist gezeigt, dass der Fall »das Einfiigen gelingt« erwartete Zeit O(1) dauert.

Analyse des Falls »das Einfligen misslingt«.
Zunichst eine einfache, aber entscheidende Beobachtung:

Beobachtung

Der Fall »das Einfligen misslingt« kann nur auftreten, wenn es einen Kreis im Kuckucks-
graphen gibt, also einen Kuckuckspfad der Liange / > 2 von einem Knoten s zu s der ersten
Tabelle.

Nun gilt:

— Fiir ein konkretes s ist die Wahrscheinlichkeit hiervon aber nach dem Pfadlingenlemma
hochstens 1/(2'r) < 1/(4r); summiert iiber alle moglichen s also hochstens r/(4r) =
1/4.

— Es gibt also nur mit Wahrscheinlichkeit 1/4 iiberhaupt einen Rehash innerhalb der n
Einfiige-Operationen.

10-28

10-29

10-30

10-31
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Zusammenfassung dieses Kapitels

— Analog gibt es dann nur mit Wahrscheinlichkeit 1/4% zwei Rehashes innerhalb der n
Einfiige-Operationen
— und so weiter fiir i Rehashes mit Wahrscheinlichkeit 1/4".
Die erwartete Anzahl Rehashes wihrend der n Einfiige-Operationen ist also hchstens Y% i/4' =
o(1).
Da jeder Rehash hochstens O(n) lange dauert, sind die erwarteten amortisierten Rehash-
Kosten von 7 Einfiige-Operationen O(n) und damit O(1) pro Operation.

Zusammenfassung dieses Kapitels

10-32 Problemstellung Suchen in Suchen in
statischen hashbaren Daten dynamischen hashbaren Daten
Entwurfsmethode Randomisierung und Randomisierung und geniale Idee

Teile-und-Herrsche

Tabelle von Kuckucks-Hashing
Geburtstagstabellen

Analysemethode Worst-Case-Analyse Worst-Case-Analyse
Average-Case-Analyse

Klassifikation Suche in O(1) Suche in O(1) (Worst-Case)
Andere Operationen O(1)
(Average-Case)

» Perfektes Hashing
Ein Hash-Verfahren ist perfekt, wenn die Such-Operationen im Worst-Case O(1) dauert.
Statische perfekte Hash-Verfahren sind:

— Geburtstagstabellen
— Tabellen von Geburtstagstabellen

Letztere benotigen auch nur Platz O(n).

» Kuckucks-Hashing
Das Kuckucks-Hashing ist ein dynamisches perfektes Hash-Verfahren. Die Grundideen sind:

1. Es gibt zwei Hash-Tabellen.

2. Jedes Element ist an einer seiner Hash-Stellen in einer der Tabellen.

3. Passt ein neues Element an keinen der Plitze, wird eines der dort befindlichen Elemente
verdriangt (Kuckucks-Operation), das dann wieder ein Element in der anderen Tabelle
verdringt und so fort.

Zum Weiterlesen

[1] Rasmus Pagh and Flemming F. Rodler, Cuckoo Hashing, Journal of Algorithms,
51(2):122-144, 2004.

In dieser Arbeit wird das Kuckucks-Hashing eingefiihrt und analysiert. Diese Arbeit ist auch
fiir Nicht-Theoretiker sehr gut lesbar, da das Verfahren eben nicht nur theoretisch erortert wird,
sondern auch ausfiihrlichen praktischen Vergleichstests unterzogen wurde. Laut den Autoren
scheint dies iiberhaupt die erste Arbeit zu sein, in der eine Reihe von Standard-Hashverfahren
auf einer aktuellen Rechnerarchitektur verglichen wurden. Dabei fordern die Autoren ebenso
spannende wie liberraschende Ergebnisse zu Tage: Beispielsweise schneidet das recht triviale
lineare Sondieren durch die Bank am besten ab, was an der besonders guten Ausnutzung der
Cache-Architektur moderner Prozessoren liegt. Im Vergleich dazu ist beispielsweise Hashing
mit Verkettung viel schlechter. Kuckucks-Hashing hilt sich recht wacker und kommt bis auf
20% bis 30% an die Geschwindigkeit des linearen Sondierens heran, garantiert dafiir aber auch
perfektes Hashing (also nur zwei Zugriffe beim Suchen im Worst-Case). Dynamische Varian-
ten von Verfahren, die auf Geburtstagstabellen aufbauen, sind mit Faktor 6 aufwirts so weit
abgeschlagen, dass sie gar nicht untersucht wurden.
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10.4 Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 10.1  Hashing-Verfahren implementieren, mittel bis schwer

In dieser Aufgabe soll das Hashing mit linearer Sondierung und Kuckucks-Hashing jeweils mit dyna-
mischer Groenanpassung in Java implementiert werden. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

1. Erstellen Sie zwei Klassen, die jeweils das Interface

public interface Hashfunction ({
int hash (int key);
}

implementieren. Eine Klasse SimpleHash soll zur Berechnung der einfachen Hashfunktion
h(x) = x mod r verwendet werden konnen, die andere Klasse UniversalHash soll Hashfunk-
tionen der Familie H, représentieren.

2. Implementieren Sie Hashing mit linearer Sondierung zunéchst ohne dynamische Groflenanpas-
sung. Kapseln Sie die Implementierung in eine Klasse, die das Interface

public interface HashMap {
void insert (int key);
void delete (int key);
boolean search (int key);

}

implementiert. Objekte dieser Klassen repréisentieren Hashtabellen, die auf linearer Sondierung
basieren. Erweitern Sie Thre Klasse um eine Methode rehash, die beim Einfiigen und Loschen
aufgerufen wird, um die GroBe der Tabelle anzupassen. Sie konnen annehmen, dass Oy, = 1/8,
Uideal = 1/4 und Otmax = 1/2 gilt.

3. Implementieren Sie Kuckuck-Hashing zunéchst ohne dynamische Groflenanpassung in einer Klas-
se, die das Interface HashMap implementiert. Nehmen Sie an, dass € = 1 gilt. Erweitern Sie das
Kuckuck-Hashing um eine geeignete rehash-Methode. Sie konnen zur Vereinfachung o4y, =
1/16, 04gea) = 1/8 und Gmax 1/4 annehmen.

4. Testen Sie Thr Programm fiir verschiedene Beispieleingaben. Fiigen Sie Ihrer Abgabe zwei dieser
Eingaben bei und erldutern Sie ausfiihrlich, wie man das Programm kompilieren, starten und
testen kann. Kommentieren Sie das Programm umfassend.
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Wenn man ehrlich ist, dann steht die Informatik mit dem Zufall ziemlich auf Kriegsfu}: Es
wird viel technischer Aufwand getrieben, dass immer alles schon deterministisch ablduft
und — in der Tat — wenn auch nur ein Bit im Code des Kernels eines Rechners mal spontan
»umkippt«, dann stiirzt der Rechner mit ziemlicher Sicherheit ab. Um so erstaunlicher ist es
daher, dass der Zufall speziell in der Algorithmik eine ganz wichtige Rolle spielt. Hierfiir
gibt es zwei Griinde:

1. Zufallsalgorithmen sind oft viel schneller als »normale« Algorithmen...
2. ...und dabei genauso zuverléssig.

Den ersten Punkt sieht man intuitiv noch recht leicht ein: Wenn ich die Antwort raten kann,
dann geht das doch sicherlich schnell? Tatséchlich ist die Sachlage etwas komplizierter, da
es nicht um Nichtdeterminismus geht, wo auf mehr oder weniger magische Weise Maschi-
nen die richtigen Antworten auf ihren Bindern finden. Vielmehr miissen auch Zufallsalgo-
rithmen »richtig hart arbeiten«, um die Losung zu finden — der Zufalls »hilft« ihnen nur
irgendwie dabei.

Beim zweiten Punkt wird aber sicherlich auch die wohlwollende Leserin skeptisch werden:
Ist es nicht gerade das Wesen des Zufalls, dass »immer etwas schiefgehen kann«, wenn
die Wahrscheinlichkeit auch gering sein mag? Und wie oft haben wir schon gehort, dass
dieses oder jenes »so unwahrscheinlich ist, dass es praktisch ausgeschlossen ist«? (Als bei-
spielsweise die ersten Atomkraftwerke in den 50er Jahren gebaut wurden, haben Professoren
verkiindet, dass eine Kernschmelze statistisch nur alle 27.000 Jahre vorkommen kann; also
in der Praxis niemals. Nun ja.) Daher ist meiner Meinung nach die wichtigste Erkenntnis,
die Sie bitte aus diesem Kapitel mitnehmen, folgende: Die Wahrscheinlichkeiten, dass gut
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1.1 Arten des Zufalls

gebaute Zufallsalgorithmen »dummerweise« einen Fehler machen, ist so gering, dass dies
in diesem Universum nicht vorkommt. Hier ein paar Dinge, die in jeder Nanosekunde um
Grofienordnungen wahrscheinlicher sind, als dass ein Zufallsalgorithmus »Pech hat«:

— Die Hardware des Rechners versagt spontan (ein Bit kippt um).

Das Gebiude, in dem der Rechner steht, bricht spontan in sich zusammen.

Die Stadt, in dem der Rechner steht, wird durch einen Asteroiden zerstort.

Die Erde wird von einer Vogonischen Kriegsflotte zerstort, um einer Hyperraumumge-
hungsstrale Platz zu machen.

Man kann es auch so formulieren: Zufallsalgorithmen sind die groten Gliickspilze, die sie
sich vorstellen konnen. Sie haben einfach nie Pech.

11.1 Arten des Zufalls

Zufall in der Informatik — eine gute Idee?

Warum wir Zufall in der Informatik nicht mégen

— In der Technischen Informatik diirfen Bits im Speicher nicht umkippen. . (
— »Zufillige« Ergebnisse sind nicht reproduzierbar und lassen sich schlecht debuggen .
(»vorhin ging es noch«). bandle, i now s e

Warum wir Zufall in der Informatik trotzdem brauchen

1. Manche Eingaben sind wahrscheinlicher als andere. Algorithmen sollten das ausnutzen.

2. Kryptographische Algorithmen brauchen Zufallszahlen, da diese sich nicht erraten las-
sen.

3. »Zufallsalgorithmen« sind schneller als »normale« Algorithmen.

11.1.1  Zufallige Eingaben

Alle Eingaben sind gleich, aber manche sind gleicher als andere.

Eine Freundin sagt Thnen: »Sortieren geht in Zeit O(nlogn).« Damit meint sie, dass es ei-
nen Algorithmus gibt, der jede Eingabe von n Zahlen in Zeit O(nlogn) sortieren kann. Bei
manchen Eingaben kann es aber natiirlich trotzdem schneller gehen (zum Beispiel, wenn die
Eingabe schon sortiert ist).

Die Idee
Wenn »schnelle« Eingaben »hdufig vorkommen in der Praxis«, dann ist die erwartete Lauf-
zeit eventuell schneller als die Worst-Case-Laufzeit.

Man betrachtet dazu Verteilungen auf den moglichen Eingaben einer Wortldange (zum Bei-
spiel Gleichverteilungen). Dann betrachtet man den Erwartungswert der Laufzeit fiir diese
Verteilung der Eingaben. Man nennt das Ergebnis die Average-Case-Laufzeit des Algorith-
mus.

Average-Case-Analysen sind mit Vorsicht zu genief3en.
Leider ist es schwer, die »Verteilung der Eingaben in der Praxis« mathematisch zu beschrei-
ben. Die Gleichverteilung ist es jedenfalls nicht, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Ein Algorithmus fiir das Erreichbarkeitsproblem

Folgender Algorithmus findet heraus, ab es einen Weg von s nach ¢ in einem Graphen G
gibt, indem er zunichst priift, ob es einen Weg der Léange 2 gibt, und, wenn dies nicht der
Fall ist, eine normale Tiefensuche durchfiihrt.

input G= (V,E),seV,teV
Joreach x €V do
if (s,x) € ENA(x,t) € E then
return true
return solve_reachability_using_dfs(G,s.t)
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» Satz
Die erwartete Laufzeit des Algorithmus ist konstant.

Beweis. Da alle Graphen gleich wahrscheinlich sind, gilt fiir alle Knoten u,v € V, dass
Pr[(u,v) € E] = 1/2. Damit gilt fiir jedes beliebige x, dass Pr[(s,x) ¢ EV (x,t) ¢ E] =3/4.
Folglich wird Zeile 4 nach genau k Schleifendurchldufen erreicht mit Wahrscheinlichkeit
(3/4)¥=1(1/4). Wir erwarten deshalb, dass Zeile 4 erreicht wird nach Zeit

n
S k()<
k=1

Wird schlieBlich Zeile 4 nie erreicht, so bendtigt Zeile 5 Zeit O(n?). Dies ist aber sehr un-
wahrscheinlich (ndmlich (3/4)") und somit ist der Beitrag zur erwarteten Laufzeit von Zei-

le 5 nur n?(3/4)" = o(1). O
117 Zusammenfassung zu zufalligen Eingaben.
Merke

Bei einer Average-Case-Analyse steckt der Zufall in den Eingaben und in der Analyse. Es
ist in der Regel unklar, was die »richtige« Eingabeverteilung ist. Der Algorithmus ist vollig
deterministisch und nutzt keinen Zufall.

11.1.2 Zufallige Ausgaben

11-8 Zuféllige Ausgaben braucht man bei Simulationen und in der Statistik.
Will man reale Systeme simulieren, so braucht man oft viele Zufallszahlen. Das trifft auf
Computerspiele genauso zu wie auf Stichprobenanalysen.

Die Idee
Ein Pseudozufallszahlengenerator ist eine leicht berechenbare Folge von Zahlen, die »typi-
sche statistische Eigenschaften einer zufilligen Folge hat«.

static unsigned long int next = 1;

int rand(void) {

next = next * 1103515245 + 12345;

return (unsigned int) (next/65536) % 32768;
}

void srand(unsigned int seed) {
next = seed;

}

11-9 Zuféllige Ausgaben braucht man in der Kryptographie.
i /) In der Kryptographie werden sehr oft Strings oder Zahlen benétigt, die man nicht erraten
“LLP) kann. Beispielsweise wird jede https-Verbindung mit einem (neuen) Session-Key verschliis-
selt.

tee, Creative Commons.

Die Idee
Fiir die Kryptographie braucht man Algorithmen, deren Ausgaben »echte« Zufallszahlen
sind, die nicht vorhergesagt werden konnen.

Es ist eine ganz schlechte Idee, Funktionen wie rand () in der Kryptographie zu nutzen
(warum?). »Echte« Zufallszahlen erzeugt man mittels chaotischer physikalischer Vorgdinge,
wie die Messung der Paritét der Anzahl der Nanosekunden zwischen zwei Tastaturanschla-
gen.

11-10 Zusammenfassung zu zufélligen Ausgaben.

Merke

In der Statistik und der Kryptographie braucht man Algorithmen, deren Ausgabe moglichst
zuféllig ist. Solche Algorithmen nennt man Zufallszahlengeneratoren. Fiir Anwendungen in
der Statistik miissen diese moglichst einfach und reproduzierbar sein, in der Kryptographie
hingegen gerade nicht.
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11.1.3  Zufallige Entscheidungen

Algorithmen kénnen »intern« zufallig arbeiten. 11-11

Algorithmen konnen intern den Zufall nutzen. Ein typisches Beispiel sind Hash-Tabellen:
Intern werden die Elemente entsprechend der Hash-Funktionen »geschickt« verteilt, »nach
auflen« merkt man davon aber nichts, da die Grundoperationen Suchen, Einfiigen, Loschen
die immer gleichen Ergebnisse liefern; lediglich die Geschwindigkeit indert sich. Uberra-
schenderweise ldsst sich Zufall aber auch nutzen, wenn lediglich »Ja/Nein«-Entscheidungen
gefillt werden miissen wie bei der Frage »Ist x prim?«.

Die Idee

Ein Algorithmus mit internem Zufall soll fiir alle Eingaben (also im Worst-Case) immer
das richtige Ergebnis bestimmen — es darf nur »mal schneller und mal langsamer« gehen in
Abhingigkeit von zufilligen internen Entscheidungen.

Vergleich der Arten des Zufalls 11-12
Welche Aspekte sind vom Zufall beeinflusst?

o0
E
(5] = =] 52
< g 5 8
) 0 H
£ = 8 2
Modell s3] < aa] —
Average-Case-Analyse ja nein nein  nein
Pseudozufallszahlen nein pseudo  nein nein
Kryptographische Schliissel nein ja nein nein
Zufallsalgorithmen (ZPP) nein nein ja ja
Zufallsalgorithmen (BPP, RP) nein minimal ja nein

11.2 Zufallsalgorithmen: Beispiele

11.2.1 Termaquivalenz prifen

Sind zwei Terme gleich? 11-13

Das Term-Aquivalenz-Problem

Eingabe Zwei arithmetische Terme s und ¢ mit Variablen, kodiert als arithmetische Bau-
me mit Zahlen und Variablen an den Blitttern und +- und x-Knoten im Inneren.

Frage? Beschreiben beide Terme dieselbe Funktion?

(Beachte: Die Eingabe ist syntaktisch, die Frage ist semantisch.)

Beispiel
Die folgenden Terme beschreiben dieselbe Funktion:

R
8RR R
66 8008 O/

1. Wie schnell konnen Sie zwei Terme auf Aquivalenz iiberpriifen, wenn in ihnen keine

Variablen vorkommen?
2. Wie schnell geht dies, wenn genau eine Variable vorkommt?

& Zur Diskussion 11-14
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Die Ideen zur Lésung des Term-Aquivalenz-Problems

Von der Gleichheit zum Null-Test

Die arithmetischen Biume beschreiben Polynomfunktionen. Nun sind zwei Polynomfunk-
tionen, wenn ihre Differenz O ist. Wir miissen also »nur« herausfinden, ob die durch einen
arithmetischen Baum beschriebene Polynomfunktion die Nullfunktion ist.

Big Idea
Polynomfunktionen, die nicht konstant 0 sind, haben nur wenige Nullstellen!

1 input tree T (xy,...,x;), where x1,...,x; are the variables
2 M < geeignete Menge von Zahlentupeln // Siehe Ubungen
3 foreach (ay,...,a,) € M do

4 v«T(ay,...,a;)/ evaluate T for these numbers

5 ifv£OQthen

6 return *‘T is not always 0’

7 return ‘T is always 0’

Beispiel der Uberpriifung
Wertet folgender Baum 7 immer zu 0 aus?

/®\
5 o>

— Setzen wirx=0und y =0, so ist 7(0,0) = 0.
Ebenso fiir alle anderen x und y = 0.

Ebenso fiir alle x und y = 1.

Ebenso fiirx € {0,1,2,3} und y = 2.

Aber fiir x =4 und y = 2 gilt T (4,2) = 48!

& Zur Ubung
Wie viele Nullstellen haben folgende Polynom vom Grad d?

p1(ey,z)=(x—1)(x—2)-(x—d)+
G-Dr=2)(—d)+
(z=1)(z=2)+(z—4d),

Pa(x,y,2) = xyz.

Nullstellen trifft man nicht mit Dartpfeilen.
Ist p(x1,...,x,) nicht das Nullpolynom, so haben gerade gesehen, dass p zwar unendlich
viele Nullstellen haben kann, aber:

— Sie werfen einen Dartpfeil auf den Raum R”.
— Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Pfeil eine Nullstelle trifft, gleich O (!), da die
Nullstellen eine (n — 1)-dimensionale (Hyper)fldche bilden.

Etwas mathematischer ausgedriickt:

Pr e =0]=0.
(a],...,a,,)e]R"[p(ah an) ]
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Eine frustrierende Situation

— Im Raum R” sind die Nullstellen von p so rar, dass sie »unmdglich zufillig zu treffen«
sind.

— Wenn wir aber deterministisch das Gitter {1,...,d}" durchprobieren, konnen gerade
dort iiberall Nullstellen sein.

11.2.2 Das Schwarz-Zippel-DeMillo-Lipton-Lemma

Wie wahrscheinlich ist es, eine Nullstelle zu treffen?

Lemma: DeMillo, Lipton, Schwarz, Zippel
Sei p(xi,...,x,) ein Polynom vom Grad d, das nicht konstant 0 ist, und sei S C R eine
endliche Menge von Werten. Dann ist

Pr n[p(ala"wan)zo]gdﬂs"

Beweis. Fiir n = 1 folgt das Lemma sofort daraus, dass p(x) hochstens d Nullstellen haben
kann. Fiir den Induktionsschritt von n — 1 auf n schreiben wir p wie folgt um:

d
p(x1y.. X)) = Zx’lq[(xg, ey Xp)e
i=0

Da p nicht das Nullpolynom ist, gibt es ein maximales i, so dass ¢g; nicht das Nullpolynom
ist. Sei j dieses i. Dann hat ¢; hochstens Grad d — j, da das Monom x{g;(...) hochstens
Grad d hat.

Nun gilt fiir beliebige (a2, ...,a,) € $": Ist gj(ai,...,a,) # 0, so ist p(x1,as,...,a,) ein
Polynom vom Grad j und somit ist Pry, es[p(x1,a2,...,a,) = 0] < j/|S|. Damit ist die Ge-

samtwahrscheinlichkeit fiir p(ay,...,a,) = 0 die Summe folgender Fille:
1. gj(ai,...,a,) =0, was nach Induktionsvoraussetzung mit Wahrscheinlichkeit (d — ) /|S]
passiert, und
2. gj(ai,...,a,) # 0 und dann aber p(x;,az,...,a,) =0, was wie eben gezeigt dann mit
Wahrscheinlichkeit j/|S| passiert.
In der Summe ist die Wahrscheinlichkeit (d — j)/|S| + j/|S| = d/|S|- O

Ein Zufallsalgorithmus fiir den Term-Aquivalenz-Test.

input tree T (xy,...,x;), where x1,...,x; are the variables

foreachie {1,...,n}do
a; + pick_randomly_from({1,...,100d})

if T(ai,...,ar) #0
then return ‘T is not always 0’
else return ‘T is presumably always 0’

Satz

Der Zufallsalgorithmus hat Laufzeit O(n*). Gibt er “T is not always 0” aus, so ist dies
immer korrekt. Gibt er “T is presumably always 0” aus, so ist dies mit mindestens Wahr-
scheinlichkeit 99% korrekt.

Der Satz folgt unmittelbar aus dem Lemma.
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11.2.3 Perfekte Matchings prifen

11-21 Eine Anwendung: Perfekte Matchings finden.
Das Perfekte-Matching-Problem

Eingabe Ein ungerichteter Graph.

Frage Enthilt der Graph ein perfektes Matching? (Eine Teilmenge der Kanten, so dass
jeder Knoten an genau einer Kante beteiligt ist?)

Beispiel
Folgender Graph hat ein perfektes Matching (rot dargestellt):

Man kann das Perfekte-Matching-Problem in polynomieller Zeit 16sen, aber das ist sehr
komplex. Wir werden jetzt einen Zufallsalgorithmus bauen, der viel einfacher und schneller
ist.

11-22 Die Tutte-Matrix

P Definition
Sei G = ({1,...,n},E) ein ungerichteter Graph. Die Tutte-Matrix T® von G ist wie folgt
definiert (die v; ; sind jeweils neue Variablen):

vij  fir(i,j) € E i<,
T¢ = —vji fiir (i,j) €E,i> j,
0 sonst.

Beispiel
JOSRC)
il h

Q of d
] 0 i a 0 f 0 0O
¢ g —-i 0 0 0 e 0o 0 j
b —a 0 0 b 0 0 00
k@ 0 0 —b 0 ¢ 0 kO
—f —e 0 — 0 d 00
0O 0 0O 0 —-d 0 g h
0o 0 0 —&k 0 —g 0O
O —-j 0 0 0 —-h 0 O

11-23 Die Tutte-Matrix und perfekte Matchings

» Satz
Ein Graph G hat genau dann ein perfektes Matching, wenn die Determinante von TC nicht
das Nullpolynom ist.

Beweis. Nach der Leibniz-Formel gilt:

detT® = Z(*l)sgn”Tfn(n T2(,;7r(2) e T,f,r(,,)-

T

Erste Beobachtungen:

1. Jede Permutation 7 kann man eindeutig darstellen als Menge von zyklischen Vertau-
schungen.
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2. Damit entspricht 7 einer Uberdeckung aller Knoten mit Hilfe von disjunkten Zyklen.
3. Geht eine Kante entlang eines Zyklus nicht entlang einer Kante im Graphen, so ist der
Beitrag der Permutation in der obigen Summe O.
4. Es tragen also genau die Uberdeckungen von G mit Zyklen zu detTC bei.
Beispielsweise ist der Beitrag folgender Permutation 0:

L0
2
e

e

Der Beitrag folgender Permutation ist jafdgkb:

@CFQ
e

Q f d

a

€ g

00
Nehmen wir fiir die erste Richtung an, G hat ein perfektes Matching M = {ey,...,en/2}.
Dann gibt es genau eine Permutation 7, die immer genau die beiden Knoten jeder Kante in
M vertauscht. Diese Permutation triigt das Monom e?e3 - --en/ 2® zum Polynom der Deter-
minante bei, die somit nicht konstant 0 ist.
Fiir die zweite Richtung habe nun G kein perfektes Matching. Sei nun eine beliebige Per-
mutation 7 gegeben, deren Zyklen »entlang von Kanten« verlaufen. Dann muss einer der
Zyklen ungerade Lidnge haben, denn sonst betrachte jede zweite Kanten auf den Zyklen:
Diese wiirden ein perfektes Matching bilden. Betrachte nun die Permutation 7/, die iden-
tisch ist zu 7, aber genau den ungerade Zyklus andersherum durchlduft. Dann tragen 7 und

7’ dasselbe Monom zur Determinante bei, aber mit umgekehrten Vorzeichen, weshalb sie
sich gegenseitig auftheben.

e D
aniun!

Ein Zufallsalgorithmus fiir das Perfekte-Matching-Problem

input graph G = ({1,...,n},FE)
T <+ empty n X n matrix
foreach (i, j) € E withi < jdo
r < pick_randomly_from({1,...,100n})
Tli,jl<r
T[j,i] < —r
d < det(T) // kann in Zeit O(n3) berechnet werden
ifd+#0
then return ‘G has a prefect matching’’
else return **G presumably has no perfect matching’’

O 00 N OO0 1 h W N =

o

v

Satz

Der Zufallsalgorithmus hat Laufzeit O(n3). Gibt er “G has a prefect matching” aus, so ist
dies immer korrekt. Gibt er “G presumably has no perfect matching” aus, so ist dies mit
mindestens Wahrscheinlichkeit 99% korrekt.

Der Satz folgt aus dem Lemma und daraus, dass das Determinanten-Polynom Grad 7 ist.

11-24
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114  Zuféllig und trotzdem zuverldssig?

11.3  Zufallsalgorithmen: Arten

Maogliche Arten von Fehlern bei Zufallsalgorithmen.
Am Anfang hie} es, ein Zufallsalgorithmus miisse immer das richtige Ergebnis ausgeben.
Die vorgestellten Algorithmen machen aber mit Wahrscheinlichkeit 1% einen Fehler, wenn
sie »Nein« sagen. Allgemein haben Zufallsalgorithmen fiinf mogliche Ausgaben:

1. »Ja« und dies stimmt garantiert.

2. »Ja«und dies stimmt mit 99% Wahrscheinlichkeit.

3. »Unklar« und dies passiert mit 1% Wahrscheinlichkeit.

4. »Nein« und dies stimmt mit 99% Wahrscheinlichkeit.

5. »Nein« und dies stimmt garantiert.

Definition: BPP-, RP-, coRP-, ZPP-Algorithmen
Ein BPP-Algorithmus fiir ein Problem P ist ein Algorithmus, der
1. in polynomieller Zeit arbeitet,
2. intern zufillige Entscheidungen fillen darf und
3. immer eine der fiinf Ausgaben oben macht.
Spezialfille von BPP-Algorithmen sind:
— RP-Algorithmen: Hier kommt Fall 2 nicht vor.
— coRP-Algorithmen: Hier kommt Fall 4 nicht vor.
— ZPP-Algorithmen: Hier kommen Fall 2 und 4 nicht vor.

BPP ist gut, RP und coRP sind besser, ZPP ist ideal

Merke
BPP Die Ausgabe ist mit 99% Wahrscheinlichkeit richtig.
RP Wie BPP, nur dass »Ja«-Ausgaben zu 100% richtig sind.
coRP Wie BPP, nur dass »Nein«-Ausgaben zu 100% richtig sind.
ZPP Die Ausgabe stimmt immer, aber mit 1% Wahrscheinlichkeit muss man die Be-
rechnung wiederholen.

11.4  Zufallig und trotzdem zuverlassig?
11.4.1  Wahrscheinlichkeitsverstarkung

Kann man Zufallsalgorithmen vertrauen?
Aus Health & Safety Executive Nuclear Directorate Assessment Report, New Reactor Build
EDF/AREVA EPR Step 2 PSA Assessment aus dem Jahr 2008:
Clore] D[amage] F[requency] ext[ernal] hazards: 7 x 10~8 extreme weather Re-
sults/y[ea]r
(Drei Jahre spiter trat ein ziemlich groBer »Core-Damage« aufgrund von »extreme weather«
in Fukushima ein.)
Unsere Zufallsalgorithmen haben eine 1% Chance, dass sie Fehler machen. »Gefiihlt« ist
das bei sicherheitskritischen Anwendungen »viel zu viel«. »Gefiihlt« sollte man gar keine
Algorithmen mit positiven Fehlerwahrscheinlichkeiten nutzen. Man kann aber die Fehler-
wahrscheinlichkeit verringern und die resultierenden Algorithmen sind dann »sicher«.

Wie macht man Algorithmen sicher?

Gegeben sei ein RP-Algorithmus A, der ein Problem Q entscheidet (also bei Ausgabe »Ja«
immer richtig liegt und bei Ausgabe »nein« zu 99% richtig liegt). Betrachte nun folgenden
Algorithmus:

input x
do 500 times
a < output of A on x
if a = »yes«then
return »yes«
return »no«

Satz

Der obige Algorithmus ist ebenfalls ein RP-Algorithmus fiir A, aber mit Fehlerwahrschein-
lichkeit 10~ 1000,
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Zusammenfassung dieses Kapitels

11.4.2 Sehr unwahrscheinlich = nie

Eher stiirzt ein Computer ab, als dass ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 10~19 eintritt. 11-29
Ein Speicherriegel hat (Messung aus dem Jahr 2009) in einem typischen realen Rechner
mindestens alle 10 Jahre einen »unrecoverable error«. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Computer in einer gegebenen Nanosekunde aufgrund eines Speicherfehlers abstiirzt,
mindestens
1
10° : 10° : 10"

~—~ ~—~ ~—~
Nanosekunden pro Sekunde Sekunden pro 10 Jahre Mogliche aktuelle Speicheradresse

also mindestens 10739, Das ist viel, viel mehr als 1071000,

Aber, ist »sehr unwahrscheinlich« nicht »aber trotzdem moglich«?

Ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 107190 tritt in diesem Universum nicht ein. 11-30
Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ereignis eintritt

— bei irgendeinem Atom im Universum (1089)

wihrend einer der Planck-Zeiten innerhalb der ersten Sekunde nach dem Urknall (10%)
oder wihrend einer Planck-Zeit innerhalb aller Sekunden seit dem Urknall (10'8)
oder wihrend einer Milliarde weiterer Zeitalter des Universums (10°).

Es gibt also 1080+45+18+9 — 10152 Moglichkeiten, zu denen das Ereignis eintreten kann.
Wenn dies jedes Mal eine Chance von 107190 hatte, so passiert dies wenigstens einmal mit
Wahrscheinlichkeit

10848,

Also nie.

Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Polynomial-Identity-Testing Perfektes-Matching-Problem 11-31

Entwurfsmethode Randomisierung Randomisierung

1

& o Zufillig Werte fiir Variablen Determinante der Tutte-Matrix
Fehlerwahrscheinlichkeits-Analyse Fehlerwahrscheinlichkeits-Analyse
RP-Algorithmus RP-Algorithmus

» Zufallsalgorithmus

Ein Zufallsalgorithmus nutzt intern Zufallsentscheidungen.

Ob der Algorithmus schnell arbeitet oder das richtige Ergebnis liefert, hdngt nicht von
der Eingabe ab.

— Man kann Zufallsalgorithmen wiederholt auf eine Eingabe anwenden, um die Fehler-
wahrscheinlichkeit beliebig klein zu bekommen.

Zufallsalgorithmen machen in der Praxis nie (!) Fehler.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 11.1  Nullstelen eines Polynom auf einem Gitter, mittel

Sei p(x1,...,xn) ein Polynom vom Grad d ungleich dem Nullpolynom. Zeigen Sie, dass fiir wenigstens
ein Tupel (ay,...,an) € {1,...,d+ 1} gilt p(ay,...,a,) #0.

Tipp: Sie konnen dies entweder direkt durch Induktion iiber n beweisen oder das Schwarz-Zippel-
DeMillo-Lipton-Lemma benutzen (nur wie?...).

Ubung 11.2  Algorithmus fiir den Term-Nullpolynom-Test, leicht
In dem Algorithmus von Folie ?? wihlen Sie M = {1,...,d + 1}". Zeigen Sie:

1. Der Algorithmus liefert nun immer das richtige Ergebnis. (Tipp: Nutzen Sie Ubung 11.1.)
2. Die Laufzeit des Algorithmus ist beschrénkt durch O(n™).

Ubung 11.3  BPP-Algorithmen sicher machen, schwer

Sie haben einen BPP-Algorithmus A gegeben, der ein Problem Q 16st, der also in polynomieller Zeit zu
einer Eingabe x die Ausgabe »x € Q«oder »x ¢ Q« macht und dies stimmt mit 99% Wahrscheinlichkeit.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit des Algorithmus liegt also unter 27 Sie suchen nun einen Algorithmus,
dess Fehlerwahrscheinlichkeit unter 21000 liegt.

Wie konnen Sie A modifizieren, um dies zu erreichen? Geben Sie den Algorithmus und seine Wahr-
scheinlichkeitsanalyse an.

Tipp: Chernoft-Ungleichung
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Teil V

Entwurfsmethoden fiir schwere
Probleme

Die in den vorherigen Kapiteln untersuchten Problemen waren einfach.

Wer sich durch die Details des pc3-Algorithmus geackert hat oder wer versucht hat, die
amortisierte Analyse des Kuckucks-Hashing nachzuvollziehen, der mag den vorherigen Satz
fiir arrogant halten, er stimmt aber trotzdem: Im Sinne der Komplexitcitstheorie von Proble-
men ist das Erstellen eines Suffix-Arrays ein fast triviales Problem, geht es doch sicherlich in
polynomieller Zeit zu 16sen. Aus Sicht der klassischen Komplexititstheorie ist alles »leicht,
was in der Klasse P liegt; die Schwierigkeiten fangen erst oberhalb davon an. Man konnte
argumentieren, dass die komplexitétstheoretische Sicht auf Probleme Theoretiker erfreuen
mag, sie doch aber eine falsche Sicht zumindest auf das Algorithmendesign ist: Es macht
praktisch eben doch einen himmelweiten Unterschied, ob man einen Suffix-Array in Zeit
O(n) oder in Zeit ®(n*logn) berechnen kann.

Ziel dieses letzten Teils ist zu zeigen, dass die Untersuchung der Komplexitit von Proble-
men sehr wohl dazu beitragen kann, sie effizient zu 16sen. Bekanntermaf3en gibt es viele
NP-vollstindige Probleme, die sich nach heutigem Kenntnisstand nicht in polynomieller
Zeit 16sen lassen. Bei solchen Problemen muss man zu anderen Methoden greifen als zu
denen, die wir fiir die »einfachen« Probleme aus den vorherigen Kapiteln kennengelernt
haben. Besonders wichtig ist dabei, zunichst liberhaupt erst zu erkennen, dass ein Problem
schwierig ist — wie wir sehen werden, steckt der Teufel hier oft im Detail, schon eine leichte
Umformulierung kann die Komplexitét eines Problems drastisch édndern.

Wenn nun aber ein Problem als zweifelsfrei schwierig zu 16sen identifiziert wurde, was
dann? Wir werden uns zwei Verfahren etwas genauer anschauen: Zum einen Approxima-
tionsalgorithmen, welche in vielen Fillen sehr gute Ergebnisse liefern, und zum anderen
Fixed-Parameter-Verfahren. Letztere funktionieren zwar nur unter »giinstigen Bedingun-
gen, liefern dann aber spektakuléire Ergebnisse: Probleme, die sich auf Supercomputern
nur bis EingabegroBlen von vielleicht n = 50 16sen lieBen konnten hiermit auf normalen
Computern fiir n = 500 geldst werden.
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Kapitel 12

Entwurfsmethode: Approximation

Die 80-20-Regel
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Fiir viele der schweren Probleme, die wir in den letzten Kapiteln kennen gelernt haben, ist es,
mit Verlaub gesagt, bescheuert, die Probleme exakt zu 16sen. Nehmen wir dazu das Beispiel
des Handelsreisenden. Wie wir gesehen haben, ist dieses Problem NP-vollstindig, weshalb
es bei grolen Eingaben sehr lange dauert oder schlichtweg unmdoglich ist, optimale Rund-
reisen zu berechnen. Bei realen Eingaben werden aber beispielsweise die Entfernungen, die
ja Teil der Eingabe sind, mit einem gewissen Fehler behaftet sein; die kiirzeste Rundreise
fiir diese fehlerbehafteten Eingaben muss gar nicht die real kiirzeste Rundreise sein. Was
wir eigentlich suchen, sind Losungen fiir das Handelsreisenden-Problem, die »dicht dran«
sind am Optimum. Wenn die Eingaben beispielsweise eine Messungenauigkeit von, sagen
wir, einem Prozent haben, so reicht es, eine Losung zu finden, die bis zu einem Prozent vom
Optimum abweichen darf — genauere Losungen sind reine Augenwischerei.

Ist es leichter, solch »approximative« Losungen fiir NP-vollstindige Probleme zu berechnen,
als diese exakt zu 16sen? Hier kann man nur die »Juristen-Antwort« geben: Es kommt drauf
an. Bei einigen NP-vollstindigen Problemen ist es viel leichter, diese approximativ zu 16sen,
bei anderen ist schon dies schwierig. Die Approximationstheorie ist ein (sehr weit entwickel-
tes) Teilgebiet der Theorie, das sich genau mit der Frage beschiftigt, welche Probleme sich
gut approximieren lassen und welche nicht.

In diesem Kapitel werden wir eine ganze Reihe von Approximationsalgorithmen kennen-
lernen. Dies soll aber nicht dariiber hinwegtduschen, dass es solche Algorithmen eben nicht
immer gibt. Dies ist beispielsweise fiir das Fiarbeproblem der Fall: Man kennt keinen effizi-
enten Algorithmus, um beliebige Graphen mit einer minimalen Anzahl an Farben zu farben
(so dass benachbarte Knoten unterschiedliche Knoten haben); man kennt noch nicht einmal
einen Algorithmus, der einen beliebigen Graphen mit, sagen wir, einer Million mal so vielen
Farben wie unbedingt nétigt farbt. Wie immer in der Theorie sind allerdings solche »unte-
ren Schranken« schwierig zu beweisen, weshalb hierfiir auf weiterfithrende Veranstaltungen
verwiesen sei.
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12.1  Optimierungsprobleme
12.1.1 Das Konzept

Worum geht es bei »Problemen« wirklich?

Bei vielen Problemen gibt es nicht »die eine richtige Antwort«. Vielmehr gibt es »viele
richtige Losungen«, auch wenn diese »unterschiedlich gut« sind. Unsere bisherige Formali-
sierung von Problemen als einfache Ja/Nein-Probleme wird diesem Umstand nicht gerecht.

» Definition: Optimierungsproblem
Ein Optimierungsproblem fiir ein Alphabet ¥ besteht aus:

1. Einer Losungsrelation S. Dies ist eine Teilmenge von X* x X*. Ist ein Paar (i, s) in dieser
Menge, so heilit s eine Losung zu der Eingabe i.

2. Einer MaBfunktion. Dies ist eine Funktion m: § — N, die jeder Losung ein Maf} zuord-
net.

3. Einem Typ. Dieser ist entweder »Maximierung« oder »Minimierung«.

Beispiel: Vertex-Cover als Optimierungsproblem

Eingaben Ungerichtete Graphen G = (V,E).

Lésungen Kontenmengen M, so dass fiir jede Kante von G mindestens eines ihrer Enden
in M liegt. (Fiir alle {u,v} € E muss gelten u € M oder v € M.)

MaB GroBle von M.

Ziel Minimierung.

Beispiel

& Zur Ubung
Formulieren Sie das Handelsreisenden-Problem sinnvoll als formales Optimierungsproblem.

12.1.2 Maf und Gute

Gute versus schlechte Losungen.

» Definition
Sei P ein Optimierungsproblem. Dann ist

— das optimale Maf3 zur Eingabe das minimale (oder maximale) Maf} aller Losungen zu
x’
— die Giite einer konkreten Losung s zu x das Verhéltnis

Mal von s

optimales MaB einer Lésung zu x

Bei Maximierungsproblemen ist die Giite gerade der Kehrwert, so dass sie immer min-
destens 1 ist.

Merke
Das Maf einer Losung gibt ihre »absoluten Kosten« an. Die Giite einer Losung gibt an, um
welchen Faktor sie schlechter ist als eine optimale Losung.

125
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12.2 Approximationsalgorithmen

Beispiele fiir Mal3 und Gte.

Beispiel

1. Das Ma8 der roten Losung ist 4 (vier Knoten).
2. Das MaB der optimalen Losung (drei Knoten) ist 3.
3. Damit ist die Giite der roten Losung 4/3.

12.2  Approximationsalgorithmen
12.2.1 Das Konzept
Die 80-20-Regel.

Eine Lebensweisheit
Die 80-20-Regel ist eine empirische Beobachtung betreffend viele reale Projekte:

— Es werden 80% der Arbeit in 20% der Zeit erledigt.
— Umgekehrt bendtigen 20% der Arbeit 80% der Zeit.

Beispiel
Wenn Sie eine Bachelor-Arbeit schreiben, werden 80% des Textes flott von der Hand gehen.
Sie werden dann aber 80% Ihrer Zeit auf den »Feinschliff« des Textes verwenden.

Beispiel
Wenn Sie ein Programm schreiben, werden 80% des Codes schnell geschrieben sein. Sie
werden dann aber 80% Ihrer Zeit auf den »Feinschliff« des Codes verwenden.

Big Idea
Lasse den Feinschliff weg! (Und spare 80% der Zeit.)

Formale Definition von Approximationalgorithmen.

Definition

Sei P ein Optimierungsproblem und r > 1. Ein r-Approximationsalgorithmus fiir P ist ein
(Polynomialzeit-)Algorithmus, der fiir jede Eingabe x eine Ausgabe s mit folgenden Eigen-
schaften liefert:

1. s ist eine Losung fiir x, das heiBt, (x,s) € S.
2. Die Giite von s ist kleiner oder gleich r.

Beispiel
Ein 2-Approximationsalgorithmus fiir das Handelsreisenden-Problem liefert immer eine
Rundreise, die hochstens doppelt so lang wie kiirzeste Rundreise ist.

Beispiel
Ein 1,01-Approximationsalgorithmus fiir das Rucksack-Problem liefert immer eine Auswahl
von Gegenstinden, deren Wert bis auf % an den Wert der optimalen Auswahl herankommt.
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12.2 Approximationsalgorithmen

12.2.2 Handelsreisender in der Ebene

Der Handelsreisende in der Ebene 12-10
p Definition: MIN-TSP

Eingaben Eine Menge M von Stddten und eine Funktion m: M x M — N, die je zwei
Stadten Reisekosten zwischen diesen Stiddten zuordnet.

Losungen Rundreisen durch die Stidte, so dass jede Stadt genau einmal besucht wird.
MaB Kosten der Rundreise.

Ziel Minimierung.

P Definition: Euklidisches Handelsreisendenproblem
Das Problem MIN-EUCLIDIAN-TSP ist definiert wie MIN-TSP, nur muss M eine Menge von
Punkten in der Ebene sein und m muss Stidtepaare auf ihre Distanz in der Ebene abbilden
(gerundet).

» Satz
Die Entscheidungsvariante EUCLIDIAN-TSP ist NP-vollstéindig.

Beweisideen. Man fiihrt folgende Kette von Reduktionen durch:

1. Reduziere HAMILTON auf PLANAR-HAMILTON (nur planare Graphen sind als Eingabe zu-
gelassen), indem kreuzende Kanten mittels geeigneter Gadgets simuliert werden.

2. Reduziere nun weiter auf GRip-HAMILTON (nur Teilgraphen eines Gitters sind als Einga-
ben zugelassen). Hierzu ersetzt man Knoten durch kleine Quadrate und Kanten durch
lange, zwei Knoten breite »Tentakel«.

3. Reduziere dann weiter auf EUCLIDIAN-TSP. O

Das Handelsreisendenproblem in der Ebene ist 2-approximierbar. 12-11

» Satz
Es gibt einen 2-Approximationsalgorithmus fiir MIN-EUCLIDIAN-TSP.

Beweis. Der Algorithmus funktioniert fiir eine Menge M von Stidten so:

1. Erzeuge einen vollstindigen Graphen, dessen Knoten Stidte sind und dessen Kanten
mit den Entfernungen der Stidte gewichtet sind.

2. Berechne ein minimales Geriist des Graphen.

3. Erzeuge eine Eulertour aus dem Geriist durch Verdopplung aller Kanten.

4. Verkiirze die Eulertour, bis jeder Knoten nur einmal besucht wird.

Dass dieser Algorithmus eine 2-Approximation liefert, sicht man so: Die kiirzeste Rundreise
habe die Linge x. Loschen wir daraus eine Kante, so erhalten wir einen Pfad, der noch kiirzer
ist. Dieser Pfad ist ein Geriist. Also ist das Gewicht y des minimalen Geriists noch kleiner:
y < x. Die Eulertour hat Linge 2y < 2x. Die ausgegebene Tour ist kiirzer als die Eulertour,
also kiirzer als 2x. O

Der Algorithmus an einem Beispiel. 12-12
Schritt 0: Die Eingabe.
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12.2 Approximationsalgorithmen

Der Algorithmus an einem Beispiel.
Schritt 1: Der Distanzgraph.
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Der Algorithmus an einem Beispiel.
Schritt 2: Das Gerdst.

Der Algorithmus an einem Beispiel.
Schritte 3 und 4: Geradeziehen der Eulertour.
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Das Handelsreisendenproblem in der Ebene ist 1,5-approximierbar.

Satz: Christofides
Es gibt einen 1,5-Approximationsalgorithmus fiir MIN-EUCLIDIAN-TSP.

Beweis. Der Algorithmus ist dhnlich wie eben:

1. Erzeuge den vollstindigen Graphen G.

2. Berechne ein minimales Geriist R des Graphen.

3. Betrachte die Menge U aller Knoten in R mit ungeradem Grad (in Bezug auf R).

4. Berechne ein Matching M mit minimalem Gewicht auf dem von U in G induzierten
Teilgraphen.

5. Vereinigt man R und M, so hat jeder Knoten geraden Grad und somit gibt es eine Eu-
lertour.
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12.2 Approximationsalgorithmen

6. Verkiirze die Eulertour, bis jeder Knoten nur einmal besucht wird.

Dieser Algorithmus liefert eine 1,5-Approximation: Die kiirzeste Rundreise habe die Lén-
ge x. Wieder hat das Gerlist ein Gesamtgewicht von y < x. Weiter hat das Matching ein
Gesamtgewicht von z < x/2, denn jede Rundreise durch den ganzen Graphen induziert eine
(nur noch kiirzere) Rundreise durch nur die Knoten von U, indem man Knoten auflerhalb von
U iiberspringt. Aus dieser Rundreise kann man zwei Matchings gewinnen, indem man nur
die Kanten an gerade oder nur die an ungerade Stellen betrachtet. Das minimales Matching
M ist folglich mindestens so gut wie das bessere dieser Matchings und hat deshalb hochstens
das halbe Gewicht der besten Rundreise durch G. Damit hat die Eulertour Linge y+z < %x
und die ausgegebene Tour ist kiirzer als die Eulertour, also kiirzer als %x. O

Der Christofides-Algorithmus an einem Beispiel.
Schritt 0: Die Eingabe.

Der Christofides-Algorithmus an einem Beispiel.
Schritt 1: Das Geruist und die Menge U.

Der Christofides-Algorithmus an einem Beispiel.
Schritt 2: Das Matching auf U in G.
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12.2 Approximationsalgorithmen

12-20 Der Christofides-Algorithmus an einem Beispiel.
Schritt 3: Die Eulertour auf RUM und das Geradeziehen.
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12.2.3 Bin-Packing

12-21 [llustration des Bin-Packing Problems.

Copyright by Allan Patrick, Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0.

Copyright by S. Ml

1222 Das Bin-Packing-Problem
P> Definition: MIN-BIN-PACKING

Eingabe Eine Liste von ObjektgroRen (gi,...,g,) und eine EimergroBe b.

Losungen Zuordnung von Objekten zu Eimern, so dass die Summe der GrofB3en aller Ob-
jekte, die demselben Eimer zugeordnet sind, maximal b ist.

MaR Anzahl der benutzten Eimer.

Ziel Minimierung.

Man kann mittels einer Reduktion von TRIPARTITE-MATCHING zeigen:

» Satz
Die Entscheidungsvariante BIN-PACKING ist NP-vollstindig.

12-23 Ein Greedy-Algorithmus fir Bin-Packing.

» Satz
Es gibt einen 2-Approximationsalgorithmus fiir MIN-BIN-PACKING.

Beweis. Der Algorithmus wiederholt fiir jeden Gegenstand:

1. Finde, von links beginnend, den ersten Eimer, in den der Gegenstand noch passt.
2. Platziere den Gegenstand in diesen Eimer.

Dies funktioniert: Betrachten wir eine Losung, die First-Fit produziert hat. Dann passt der
Inhalt von je zwei nebeneinander stehenden Eimern nicht in einen einzigen Eimer (sonst
hitte First-Fit das ndmlich getan). Also muss auch in einer optimalen Losung fiir je zwei
von First-Fit benutzte Eimer mindestens ein Eimer genutzt werden. O
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12.2 Approximationsalgorithmen

12.2.4 Vertex-Cover

Vertex-Cover lasst sich sehr leicht approximieren.

Satz
Die Entscheidungsvariante vc ist NP-vollstindig.

Beweis. Triviale Reduktion von INDEPENDENT-SET. O

Satz
Es gibt einen 2-Approximationsalgorithmus fiir MIN-vC.

Beweis. Verwende folgenden Algorithmus:

while there is an uncovered edge do
pick any edge {u,v}
add both u and v to the vertex cover
delete u and v and all pending edges from the graph

Da von jeder Kante mindestens ein Endpunkt gewihlt werden muss, ist die gefundene Lo-
sung hochstens doppelt so grofl wie die optimale. O

Es ist kein besserer Algorithmus bekannt.

Der triviale Algorithmus in Aktion.
Start

Qa @ ©® o
@@@
FO 000 OO OO6

Ein »offensichtlich besserer«, greedy-basierter Algorithmus.
Nehmen wir einen Knoten nicht nach M auf, so miissen wir alle Nachbarn aufnehmen.
Daher erscheint es sinnvoll, immer den Knoten mit hochstem Grad zu wdihlen.

Greedy-Algorithmus fur Vertex-Cover

while there is an uncovered edge do
pick a vertex v of maximum degree
add v to the vertex cover
delete v and all pending edges from the graph

Satz
Der Greedy-Algorithmus ist kein Approximationsalgorithmus.

Beweis. In Ubung 12.1 wird gezeigt, dass die Approximationsgiite bis zu Inz betragen kann
(und somit unbeschrénkt ist). O
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123 *Approximationsschemata

1227 Der Greedy-Algorithmus in Aktion.

Start

2 3

2,29,¢

©
@ ©
®O®O

12.3  *Approximationsschemata
12.3.1 Das Konzept

12-28 Wie viel sollten Sie fiir eine Klausur lernen?
Bob hat folgende Beobachtung beim Lernen fiir seine Klausuren gemacht:

— Lernt er zwei Stunde lang, so besteht er.

— Lernt er vier Stunden lang, so bekommt er im Schnitt eine 3,0.
Lernt er acht Stunden lang, so bekommt er im Schnitt eine 2,0.
Lernt er 16 Stunden lang, so bekommt er im Schnitt eine 1,7.
Lernt er 32 Stunden lang, so bekommt er im Schnitt eine 1,3.
Lernt er 64 Stunden lang, so bekommt er im Schnitt eine 1,2.
Lernt er 128 Stunden lang, so bekommt er im Schnitt eine 1,1.
Selbst wenn er beliebig viel lernt, so kann er keine 1,0 garantieren.

2, Zur Diskussion
Wie viel sollte Bob fiir eine Klausur lernen?

12-29 Die Idee des Approximationsschemas.

» Definition
Sei P ein Optimierungsproblem. Ein Approximationsschema ist eine Familie von Algorith-
men Ay fir k € {1,2,3,...}, so dass Ay gerade ein (1 + 1/k)-Approximationsalgorithmus
fiir P ist.

Man kann also P »beliebig gut approximieren«, jedoch kann dies »immer aufwindiger«
werden mit steigendem k.

12.3.2 Rucksack-Problem

12-30 Zur Erinnerung: Das Rucksack-Problem

Copyright by Marieke Kuljer, Creative Commons Attribution-ShareAlike Copyright by user Joad!, Creative Commons Attribution-ShareAlike
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123 *Approximationsschemata

» Problem: Das Optimierungsproblem Max-KNAPSACK
Eingabe Eine Folge (wy,...,w,) von Werten und eine Folge (g1,...,g,) von Gewichten
und ein Maximalgewicht m.
Losungen Teilmengen I C {1,...,n},sodass ) ., g <m.
MaB Der Gesamtwert ) ., w; der ausgewihlten Gegenstinde.

Ziel Maximierung.

Es gibt ein Approximationsschema fiir das Rucksack-Problem

» Satz
Es gibt ein Approximationsschema fiir das Rucksack-Problem.

Beweisplan.

1. Zur Erinnerung: In Ubung 2.2 haben wir einen Algorithmus kennen gelernt, der das
Problem in Zeit O(nW) 16st, wobei W der Gesamtwert aller Gegenstéiinde ist.

2. Fiir groe W dauert dies zwar zu lange, aber wenn wir das Problem nur approximativ
losen wollen, so geniigt es, die Werte zu runden.

3. Statt groBer, genauer Werte wie (120001,320016,420004,150067) rechnet man mit
den kleinen Werten (12,32,42,15), was dann schnell geht.

4. Wie stark man rundet, macht man von der gewiinschten Genauigkeit abhéngig. O

Das Approximationsschema

input Werte (w1, ...,wn)
input GroBen (g1,...,8n)
input Rucksackgroie m
input k
U < max{wy,...,wn}
Jori< 1tondo

n(k+1)

Wi Wit

return the set I computed by the exact algorithm on (w’l, e W81y s Gy L)

0 N O A W N =

Ein Beispiel fiir die Rundung

Originaleingabe

Wert 2501
2200

1234 1309 1310 1299 1250

size5 size8 sizel size2 size2 sizeS5 size 3

Eingabe mit reduzierter Genauigkeit

Wert 25
22

13 13

12 I I 12 12

size5 size8 sizel size2 size2 sizeS size 3

Die Korrektheit des Tricks sieht man so: Sei J eine Losung fiir die Originaleingabe und sei x =

133
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Skript:
Beweis-
details
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134 ' .
Zusammenfassung dieses Kapitels

Zje]wj deren Wert. Sei weiter / die optimale Lésung fiir (W), ..., W}, g1, -.,8gn,m). Dann gilt:
n(k+1 n(k+1
N
iel iel " i€l K
u n(k+1) u n(k+1)
> KB SET S B SETD)
> By D | By, D )
jeJ JjeJ
nu
>y
=T k- 1)

>x—x/(k+1)=x(1-1/(k+1))=x/(1+1/k).

Der Wert der gefundenen Losung kommt also bis auf den Faktor 1+ 1/k an den Wert der optimalen
Losung heran.

Zusammenfassung dieses Kapitels

12-32 Problemstellung Euklidisches Tsp Bin-Packing
Vertex-Cover

Entwurfsmethode Approximation Approximation

1

& o Christofides-Algorithmus First-Fit
\/ Trivial
Analysemethode Giiten-Abschitzung Giiten-Abschitzung
1,5-Approximation 2-Approximation
Problemstellung Rucksack-Problem
Entwurfsmethode Approximation,

Dynamische Tabellen

1

& o Rundungsalgorithmus
Analysemethode Giiten-Abschitzung
Approximationsschema

» Approximationsalgorithmus
Ein r-Approximationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem P ist ein Polynomialzeital-
gorithmus, der bei jeder Eingabe x eine Losung der Giite kleiner oder gleich r liefert.

» Approximationsschema
Ein Approximationsschema fiir ein Optimierungsproblem P ist eine Folge A, A2, A3 und so
weiter, so dass Ay ein (1 + 1/k)-Approximationsalgorithmen fiir P ist.

» NP-Vollstandigkeit ist nicht dasselbe wie Approximierbarkeit
Fiir viele NP-vollstidndige Optimierungsprobleme kennt man Approximationsalgorithmen,
fiir andere hingegen nicht.
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124 Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 12.1  Greedy-Heuristik fiir Vertex-Cover, schwer

Beweisen Sie, dass die Greedy-Heuristik von Seite 12-26 eine Worst-Case-Approximationsgiite von
O(Inn) aufweist. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

1. Finden Sie fiir jedes n einen Graphen Gy, so dass die Giite der Ausgabe des Greedy-Algorithmus
in Q(Inn) liegt.
Tipp: Benutzen Sie einen bipartiten Graphen als Gy. Ein Ufer von Gy, sollte die Grofie n haben.
Das andere Ufer sollte aus n — 1 Blocken By, B3, ..., By, von Knoten bestehen, wobei B; Grofie
|n/i| hat und jeder Knoten in B; zu i unterschiedlichen Knoten des ersten Ufers verbunden ist.

2. Zeigen Sie, dass die Greedy-Heuristik immer eine Losung findet, deren Giite hochstens Inn ist.
Tipp: Sei d der maximale Grad in einem Graphen G. Dann musss eine minimale Knoteniiber-
deckung C von G mindestens |E|/d < |C| Knoten enthalten. Ist E; die Menge an Kanten, die
nach Runde i noch vorhanden sind und d; der maximale Knotengrad nach Runde i, so wdhlt
Greedy immer einen Knoten vom Grad d;. Damit gilt aber |E; 1| < |Ej| —d; < |Ej| — |E;|/|C| =
|Ei|(1 —1/|C|). Hieraus folgt |E;| < |E|(1 —1/|C|). Um den Beweis abzuschliefen, nutzen Sie
(I=x)"<e™™,

135



136 13 Entwurfsmethode: Fixed-Parameter

13-1

Kapitel 13

Entwurfsmethode: Fixed-Parameter

Wie man Vertex-Cover fur Milliarden von Knoten und Kanten |ost

13-2

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels

1. Konzept des Fixed-Parameter-Algorithmus 13.1 NP-Vollsténdig heif3t nicht »unldsbar« 138
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4. Kernelisierungs-Algorithmus fiir das 13.2 Der leed-Pa.rameter-Ansatz 140
Vertex-Cover-Problem kennen 13.2.1 Der Pakt mit dem Teufel . . . ... ... 140
1322  EinebrillanteIdee . .. ... ... ... 141
13.2.3 Verfeinerungen der Idee . . . . . . . .. 142
13.24 Das allgemeine Konzept . . . . . .. .. 144
133 Kernelisierung 144
Worum Neulich bei einer Tasse Cappuccino belauschte ich am Nebentisch ein Informatikerehe-
esgh;‘fe paar, er Theoretiker, sie Praktikerin.! Sie diskutierten die Frage, ob das Problem PLANAR-3-

COLORABLE €in »schweres« Problem sei.

Theoretiker Liebling, ich habe neulich zeigen konnen, dass das planare 3-Férbbarkeitsproblem
ein wirklich schwieriges Problem ist.

Praktikerin (eher auf ihr Himbeertortchen konzentriert) Ach ja?

Theoretiker (sichtlich erfreut iiber die Nachfrage) Ja, das Problem ist ndmlich NP-vollstindig!

Praktikerin (schiebt sich ein Stiick Himbeertortchen in den Mund) Hmmpf?

Theoretiker (interpretiert dies als Aufforderung, auszuholen) Also, ich habe zeigen konnen,
dass es eine Reduktion von 3-coLorABLE auf dieses Problem gibt. Wie du ja
weillt, ist 3-Farbbarkeit ein klassisches NP-vollstdndiges Problem und folglich
geniigt es, hiervon eine Reduktion anzugeben, um die Vollstiandigkeit zu zeigen.

Praktikerin (trinkt noch einen Schluck Kaffee) Und damit ist das Problem schwer?

Theoretiker (etwas verunsichert ob der Frage) Ja, natiirlich, Schatz. Du weiit doch, NP-
vollstindige Probleme sind schwer, denn wenn wir eines von ihnen in polyno-
mieller Zeit 16sen konnten, dann kdnnten wir ja alle Problem in NP in polyno-
mieller Zeit l10sen, was ja noch niemand geschafft. Man konnte, sagen wir, sogar
das Faktorisierungsproblem in polynomieller Zeit 16sen — und dann wiirde die
gesamte IT-Sicherheitsinfrastruktur dieses Planeten in sich zusammenbrechen!

Praktikerin (schiebt den Rest ihres Himbeertortchens zur Seite und schaut ihn an) Na und?

Theoretiker (vollig entgeistert) Wie »na und«?

Praktikerin (trinkt noch einen Schluck Kaffee) Du meinst, man kann das planare 3-Firb-
barkeitsproblem nicht effizient 16sen, weil dann das Faktorisierungsproblem als
Problem in NP effizient 16sbar wiire?

IEs sei an dieser Stelle angemerkt, dass meine Rechtschreibkorrektur zwar das Wort »Theoretikerin« kennt,
nicht jedoch das Wort »Praktikerin«, was gendersensibilisierte Menschen sicherlich aufhorchen lésst.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Theoretiker (indigniert) Das »meine« ich nicht nur, dass kann ich beweisen!

Praktikerin Lass mich dir mal zeigen, was da wirklich passiert: Was sind denn die Eingaben
beim Faktorisierungsproblem?

Theoretiker Na, Zahlen von vielleicht 2000 Bit Léange, die faktorisiert werden sollen.
Praktikerin Genau. Und wie geht dein Argument nun weiter?

Theoretiker Das Faktorisierungsproblem ist ein typisches Problem in NP: Eine nichtdetermi-
nistische Turing-Maschine kann zunichst einen Faktor raten, dann iiberpriifen,
ob dies tatsdchlich einer ist, und dann akzeptieren, wenn ein bestimmtes Bit des
Faktors 1 ist. Die Laufzeit ist polynomiell und, wenn man sich geschickt anstellt,
vielleicht sogar linear. Nach dem Satz von Cook konnen wir jedes Problem in
NP auf circuIT-saT reduzieren und von dort aus weiter.

Praktikerin In der Tat. Wie grofl wird denn der Schaltkreis bei der Reduktion auf ciRcurt-saT?

Theoretiker (griibelt kurz) Nun, der Schaltkreis hat quadratische GroBe in der Laufzeit des
Algorithmus.

Praktikerin Also mindestens 4.000.000 bei einer Eingabelidnge von 2000 Bits?

Theoretiker Oh, ja. Wohl eher noch etwas mehr, da wir ja noch die Boxen aus der Reduktion
brauchen. So eher 100.000.000.

Praktikerin Und dann?

Theoretiker Nun, der Schaltkreis wird in eine 3-saT Formel umgewandelt grob derselben
GroBe, also mit etwa 100 Millionen Klauseln.

Praktikerin Und dann?
Theoretiker Dann auf NAE-3-sAT, wobei jede Klausel durch vier Klauseln ersetzt wird.
Praktikerin Und dann?

Theoretiker Dann auf 3-coLORABLE, wobei jede Klausel durch drei Knoten und jede Variable
durch zwei Knoten ersetzt wird.

Praktikerin Und dann?

Theoretiker Dann wird noch jede Kreuzung durch ein Gadget ersetzt, wodurch je elf neue
Knoten entstehen. Dann ist aber Schluss!

Praktikerin Lass mich das mal zusammenfassen: Wenn ich also wissen mochte, wie die Fak-
torisierung einer 2000-Bit-Zahl aussieht, kann ich stattdessen versuchen zu ent-
scheiden, ob ein bestimmter planare Graph 3-firbbar ist. Und wie viele Knoten
hat der?

Theoretiker (nuschelt) Nun, so um die 10 Milliarden, denke ich.

Praktikerin Siehst du, deshalb habe ich vorhin »Na und?« gesagt. Solche gigantischen Einga-
ben mit einer auch noch extrem konstruierten Form kommen doch in der Praxis
gar nicht vor!

Theoretiker Ha! Da kann ich aber auch antworten: »Na und?« SchlieBlich konnten sie vor-
kommen.

Praktikerin Mag sein. Aber dein schones NP-Vollstindigkeitsresultat widerspricht iiberhaupt
nicht der Moglichkeit, dass es einen Algorithmus gibt, der bei allen in der Praxis
vorkommenden Eingaben schnell ist. Wie wir gerade gesehen haben, konnte es
doch sein, dass wie fiir planare Graphen mit, sagen wir, maximal einer Million
Knoten das 3-Férbbarkeitsproblem in einer Stunde 16sen konnte. So viel zum
Thema »PLANAR-3-COLORABLE ist ein wirklich schwieriges Problem«...
Bringst du das Geschirr weg?

Die Diskussion stimmte mich nachdenklich. Kann man das planare 3-Féarbbarkeitsproblem
wirklich fiir beliebige Graphen mit einer Million Knoten schnell 16sen?

Tatséchlich kennt man keinen solchen Algorithmus, jedoch ist viel Wahres an dem Argument
der Praktikerin: Wenn ein Problem NP-vollstindig ist, heift das nur, dass es sehr grofle und
sehr konstruierte Eingaben gibt, die schwer zu lésen sind. In aller Regel werden das aber
gerade nicht Eingaben sein, die man »in der freien Wildbahn« antrifft. Die systematische
Untersuchung von Eingaben, die »in der Praxis« vorkommen, hat gleich eine ganze Rei-
he von Theorie-Teilgebieten produziert: Average-Case-Analysen, Smoothed-Analysis und
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13.1 NP-Vollstandig heift nicht »unlésbar«

Fixed-Parameter-Methoden drehen sich alle um die Frage, wie schnell Probleme gelost wer-
den kénnen, wenn die Eingaben »in der Praxis oft vorkommen«.

In diesem Kapitel wollen wir uns ein besonders erfolgreiches Gebiet, die Fixed-Parameter-
Algorithmen, etwas genauer anschauen. Es sei aber gleich vorneweg darauf hingewiesen,
dass sich Theoretiker hier eine Definition von »kommt in der Praxis hdufig vor« ausgedacht
haben. Dass dabei nicht unbedingt etwas iiberméBig Pragmatisches herauskommt, versteht
sich fast von selbst. Dass die Theoretiker mit ihrer Definition aber nicht ganz daneben lie-
gen, zeigt der Erfolg dieser Ansitze: Fiir bestimmte Probleme, insbesondere fiir das Vertex-
Cover-Problem, lassen sich damit tatsdchlich Eingaben aus der Praxis mit Hunderten oder
gar Tausenden von Knoten 10sen.

13.1  NP-Vollstandig heif3t nicht »unldsbar«

13.1.1  Sind »schwere« Probleme »schwer«?

Wie »schwer« sind »schwere« Probleme wirklich?

Sind planare 3-Farbbarkeit und Vertex-Cover schwer?
Welche der folgenden Graphen sind 3-farbbar? Welche haben ein Vertex-Cover der Grof3e 3?

(4)
()
20, 0,02020200

Ist Subset-Sum schwer?
Konnen Sie einige der folgenden Zahlen unterstreichen, so dass die Summe der unterstri-
chenen Zahlen genau 1.000.000.000 betrégt?

-1

- 12

- 123

- 1234

— 12345

- 123456

— 1234567

— 12345678
— 123456789
— 1234567890

Und nochmal: Ist Vertex-Cover schwer?
Betrachten Sie ein »Riesenrad« (ein Zyklus mit einem Knoten in der Mitte, der mit allen
Knoten verbunden ist) mit einer Million Knoten. Besitzt dieser Graph ein

— Vertex-Cover der Grofe 3?
— Vertex-Cover der Grofie 47
— Vertex-Cover der Grofie 5?
— Vertex-Cover der Grofie 500.000?
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13.2 NP-Vollstandig heift nicht »unlésbar«

Wieso lassen sich schwere Problem manchmal sehr schnell 16sen? 13-5
Wir haben eben fiir mehrere NP-vollstindige Probleme (PLANAR-3-COLORABLE, vC und SUBSETSUM)

konkrete Eingaben sehr schnell per Hand geldst.

Mogliche Griinde hierfiir konnten sein:

1. Die Eingaben sind zu klein, als dass sich die »Schwere« der Probleme einstellt.
(Aber: Was ist mit dem Riesenrad?)
2. Die Eingaben sind zu speziell, als dass sich die »Schwere« der Probleme einstellt.

Big Ideas
Strategien zur Losung schwieriger Probleme:

— Betrachte nur »durchschnittliche« Eingaben. Die fiihrt zur Average-Case-Analyse.

— Betrachte nur Eingaben, die »leicht verrauscht« sind. Die fiihrt zur Smoothed-Analysis.

— Betrachte nur Eingaben, die »in der Praxis« vorkommen. Die fiihrt zu Fixed-Parameter-
Algorithmen.

13.1.2 Fallbeispiel: Vertex-Cover

Ein schweres Problem, das wir schnell I6sen wollen. 13-6

Definition: Vertex-Cover

Die Sprache vc enthélt alle Paare (G, k), wobei G ein ungerichteter Graph ist mit n Knoten
und m Kanten, k eine Zahl ist und es in G eine Teilmenge U der Knoten gibt mit |U| < k, so
dass jede Kanten von G wenigstens einen ihrer Endpunkte in U hat.

Beispiel

( ,3) € vc.

Dieses Problem ist aus verschiedenen Griinden interessant:

— Falls die Kanten des Graphen »Konflikte« repridsentieren, so ist ein Vertex-Cover eine
(kleine) Knotenmenge, die man entfernen kann, um alle Konflikte aufzuldsen.

— Falls die Kanten des Graphen »Effekte« reprisentieren, so ist ein Vertex-Cover eine
(kleine) Knotenmenge, die an allen Effekten beteiligt ist.

— Das Komplement eines minimalen Vertex-Cover ist eine maximale unabhéngige Men-

ge.

13.1.3 Ein ehrgeiziges Ziel

Ein sehr ehrgeiziges Ziel. 13-7

Unser prinzipielles Ziel
Ein schneller, exakter Algorithmus, der zwar exponentielle Zeit braucht, aber nur auf sehr
konstruierten Eingaben und auf normalen Eingaben sehr schnell ist.

Ein konkretes Ziel

Es ist ein Algorithmus gesucht, der fiir alle Graphen mit n = 1000 Knoten, m = 10000
Kanten und k = 80 auf einem normalen Computer in wenigen Minuten ein Vertex-Cover
findet.
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13.2 Der Fixed-Parameter-Ansatz

13.2 Der Fixed-Parameter-Ansatz

Ein erster Versuch, das Vertex-Cover-Problem zu |6sen

Brute-Force-Algorithmus

input G= (V,E), k
Joreach C CV with |C| =k do
if C is a vertex cover of G then
output ‘‘size-k vertex cover exists’’ and stop
output ‘‘no size-k vertex cover exists’’

Die Laufzeit ist O(n*), was fiir Werte wie n = 1000 and k = 80 phantastisch lange dauert.
Bis zum Jahr 1988 glaubt man, dass dies die beste Methode sei, vc zu losen..

Ein zweiter Versuch, basierend auf Backtracking.

Backtracking-Algorithmus

procedure ve-backtrack (G, k)
if k <0 then
return false
else if G has no edges then
return true
else
Joreach v €V do
G' <+ G without the vertex v
if ve-backtrack (G, k — 1) then
return true
return false

Falls es ein Vertex-Cover gibt, so hingt die Laufzeit nun von den Details der Eingabe ab.
Gehen wir die Knoten v € V in einer »geschickten« Reihenfolge durch (beispielsweise be-
ginnend mit den Knoten maximalen Grades), so konnen wir eventuell schnell ein Vertex-
Cover finden. Jedoch gilt: Falls es kein Vertex-Cover der Grofe k gibt, so ist die Laufzeit
immernoch O(n).

13.2.1 Der Pakt mit dem Teufel

Downey und Fellows gehen einen Pakt mit dem Teufel ein.

Was der Teufel will. . .

Der Teufel erlaubt uns nur, Exponentialzeit-Algorithmen fiir vc zu entwerfen. (Oder P = NP
Zu beweisen.)

... das soll er bekommen
Wir entwerfen einen Algorithmus, der zwar exponentielle Zeit braucht, aber in Bezug auf'k
und nicht in Bezug auf n oder m.



13 Entwurfsmethode: Fixed-Parameter 141

13.2 Der Fixed-Parameter-Ansatz

13.2.2 Eine brillante Idee

Eine einfache, aber brillante Idee: Backtracking entlang der Kanten! 13-11

Fellows Algorithmus

procedure vc-backtrack-edges (G, k)

if k <0 then
return false

else if G has no edges then

return true
else

pick any edge {x,y} € E
Soreach v € {x,y} do
G’ <+ G without the vertex v
if ve-backtrack-edges (G', k— 1) then
return true

return false
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13.2 Der Fixed-Parameter-Ansatz

Die Laufzeit von Fellows Algorithmus.

Satz
Der Algorithmus ist korrekt und arbeitet in Zeit O(2%m).

Beweis. Die Korrektheit der Ausgabe sieht man durch Induktion iiber die Anzahl m an Kan-
ten in G:

— Hat G keine Kanten, so ist die Ausgabe korrekt.
- Hat G eine Kante {x,y} € E, dann hat G ein Vertex-Cover der GroBe k genau dann,
wenn G ohne x oder G ohne y ein Vertex-Cover der Grofle k£ — 1 hat.

Betreffend die Laufzeit argumentieren wir wie folgt: Die Laufzeit geniigt offenbar der For-
mel T (k) = 2T (k— 1)+ O(m) und T(0) = O(m). Man iiberzeigt sich leicht, dass dies die
Losung 7' (k) = ©(2¥m) hat. O

13.2.3 Verfeinerungen der Idee

Zwei einfache, aber folgenreiche Beobachtungen.

Beobachtung 1: Graphen ohne Verzweigungen sind einfach

Nehmen wir an, ein Graph hat keine Knoten von Grad 3 oder hoher. Dann besteht er aus-
schlieBlich aus Kreisen und Pfaden. Fiir solche Graphen ist es aber leicht, ein optimales
Vertex-Cover zu berechnen:

— Man benétigt fiir ein Pfad der Linge n genau |n/2] Knoten, um alle seine Kanten zu
iiberdecken.

— Man benétigt fiir einen Kreis der Lénge n genau [n/2] Knoten, um alle seine Kanten
zu iiberdecken.

Beobachtung 2: Ein Knoten oder seine Nachbarn
Fiir jeden Knoten v eines Graphen und jedes Vertex-Cover C des Graphen gilt:

— v ist ein Element von C oder
— alle Nachbarn von v sind Elemente von C oder
— beides ist der Fall.

Backtracking entlang »hochgradiger Knotenx.

Hochgradiges Backtracking

procedure vc-backtrack-high-degree (G, k)

if k <O then
return false

else if G has no vertex of degree at least 3 then
compute the size s of the smallest vertex cover of G
return k > s

else
pick a node x € V of degree 3 or more
N« {v | {x,v} € E}, that is, the neighbors of x
foreach S € {{x},N} do

if ve-backtrack-high-degree (G — S, k — |S|) then
return true

return false
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Das hochgradige Backtracking fiir k = 4.

Start
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Die Geschwindigkeit des hochgradigen Backtrackings.

Satz

Der Algorithmus ist korrekt und arbeitet in Zeit O(1.49535"nm).

Beweis. Die Korrektheit sollte klar sein, betrachten wir also Laufzeit. Die Anzahl N(k) an

rekursiven Aufrufen ist

N(k) <N(k—1)+N(k—3)+1,
NQ2)=1,
N(1) =0,
N(0) =0,

da wir zwei rekursive Aufrufe durchfiihren, einen fiir k — 1 und einen fiir k — |S| < k— 3.
Wir behaupten, dass N(k) < 5k/4 — 1 eine Losung hiervon ist. Dies sieht man so: Fiir k €
{0, 1,2} ist dies der Fall. Fiir den induktiven Schritt von k — 1 auf & betrachte

Nk) <N(k—-1)+Nk-3)+1
< sk/A-1/4 4 5k/A-3/4

_ (5—1/4+5—3/4)5k/4 1
—_———

~0.968<1

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Das aktuelle State-of-the-Art-Resultat bezliglich Vertex-Cover.

Satz: Chen, Kanj, Xia 2006
Man kann vc in Zeit O(1.2738 +nm) losen.

Man beachte: Es gilt 1.2738% < 10° fiir k < 85 und der Term O(nm) ist additiv, nicht mul-
tiplikativ. Dies bedeutet, dass vc fiir jeden Graphen mit n» = 1000, m = 10000 und k = 80
auf einem normalen Computer in Sekundenbruchteilen (!) gelost werden kann.

13.2.4 Das allgemeine Konzept
Das allgemeine Konzept des Fixed-Parameter-Ansatzes

— Der Pakt mit dem Teufel hat fiir Vertex-Cover einen Algorithmus ergeben mit folgender
Laufzeit:

& . (nm)“2
~—
exponentielle Abhéngigkeit von k polynomielle Abhédngigkeit von n und m

— Ist der Parameter k fest, so erhilt man einen Polynomialzeitalgorithmus in Bezug auf
alle anderen Parameter.

Fixed-Parameter-Algorithmen allgemein
Fixed-Parameter-Algorithmen haben immer eine Laufzeit von

f(k) : lca
wobei

. f eine beliebige Funktion ist (typischerweise so etwas wie 2¥),

. k ein problemspezifischer Parameter, der bei typischen Eingaben konstant ist,
. 1 die Eingabelidnge ist und

c eine Konstante ist.

AW =

13.3 Kernelisierung

Die Idee der Vorverarbeitung.

»Schwere« Probleme sind nur bei groffen Eingaben »schwer«. Folglich kdnnte man versu-
chen, groBe Eingaben immer wieder durch kleinere zu ersetzen, die genau dann Elemente
der Sprache sind, wenn die grolen Eingaben es waren. Diesen Vorgang nennt man »Kerne-
lisierung«. Wenn eine Eingabe nicht weiter verkleinert werden kann, nennt man sie einen
Kern.

Beispiel: Eine mogliche Ersetzungsregel fiir Vertex-Cover

— In einer Eingabe (G, k) sei x € V ein Knoten vom Grad 1.
— Dann kann (G, k) ersetzt werden durch (G’,k — 1), wobei in G’ sowohl x wie auch sein
(einziger) Nachbar entfernt wurde.

Diese Regel ist korrekt, denn statt x kann man auch immer den Nachbarn von x in ein Vertex-
Cover aufnehmen.

vorher nachher

wird ersetzt durch
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Ein Kernelisierungsalgorithmus fiir Vertex-Cover.

Satz
Auf eine Eingabe (G, k) wende man folgende Regeln an, bis es nicht mehr geht:
1. Falls G einen isolierten Knoten hat, entferne ihn.
2. Falls G einen Knoten v vom Grad mindestens k+ 1 hat, ersetze die Eingabe durch (G —
vk—1).
Sei (G',k') das Resultat. Dann gilt:
1. (G,k) € vc genau dann, wenn (G' k') € vc.
2. Falls G’ noch mehr als k(k+ 1) Knoten hat, so gilt (G',k') ¢ vc.

Beweis. Die erste Behauptung ist leicht einzusehen. Fiir die zweite nehmen wir an, dass
G’ tatsdchlich mehr als k(k + 1) Knoten hat: Da die Regeln nicht mehr anwendbar sind,
gibt es keine Knoten vom Grad &’ + 1 in G’. Wihlt man also beliebige k' < k Knoten aus
G, so ergeben diese zusammen mit ihren Nachbarn maximal k(k+ 1) Knoten. Da es in G’
aber mehr Knoten geben soll und diese nicht isoliert sind (denn die erste Regel ist nicht
anwendbar), folgt, dass es nicht abgedeckte Kanten in G’ gibt. U

Folgerung
Man kann vc in Zeit O(|G| + 1,49535%k?) Iisen.

Mit anderen Worten: Das NP-vollstindige Problem »Vertex-Cover« kann effizient gelost wer-
den fiir beliebig grofse Eingaben, so lange k < 85 gilt.

Zusammenfassung dieses Kapitels

Problemstellung Vertex-Cover Vertex-Cover

Entwurfsmethode Fixed-Parameter-Ansatz Kernelisierung und
Fixed-Parameter-Ansatz

1

& o Hochgradiges Backtracking Kernelisierung und hochgradiges
\/ Backtracking

Rekursionsgleichung Rekursionsgleichung

Laufzeit O(1,49535%mn) Laufzeit O(|G| + 1,49535442)

Fixed-Parameter-Ansatz
Ein Fixed-Parameter-Algorithmus fiir ein Problem 16st dieses in Zeit

flk) 15,

wobei f eine beliebige Funktion ist, k ein problemspezifischer Parameter, [ die Eingabelinge
und ¢ eine Konstante.

Beispiele
Beispiele, fiir die man Fixed-Parameter-Algorithmen kennt:
— Vertex-Cover
— Tripartites Matching
— Planares Dominating-Set
Jedoch gibt es auch Probleme, fiir die man vermutet, dass es keine Fixed-Parameter-Algo-
rithmen fiir sie gibt:
— Clique
— Dominating-Set
— Firbbarkeit
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Zusammenfassung dieses Kapitels

» Kernelisierung
Unter der Kernelisierung einer Eingabe x fiir ein Problem P versteht man die wiederholte
Ersetzung von x durch kiirzere Eingaben x’, so dass:

1. x € P genau dann, wenn x’ € P und

2. die GroBe des letzten x’ ist durch einen problemspezifischen Parameter beschrénkt.

Motto: Kernelisierung schadet nie.

Zum Weiterlesen
[1] Jorg Flum und Martin Grohe, Parametrized Comlexity Theory, Springer, 2006.

Ein aktuelles Buch zum Thema fiir alle, die es etwas genauer wissen wollen.
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