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2 Erfiillbarkeit von 3SAT-Formeln

Aufgabe 2.1 Gegeben sei die folgende Aufgabe schwere Instanzen fiir Erfiillbarkeit:
Finde eine konkrete 3SAT-Formel, die mindestens eine erfillende Beleqgung besitzt, fiir die
es aber schwer ist, eine erfillende Belegung zu finden.

Es sei r die Anzahl der Variablen und m die Anzahl der Klauseln.

2.1 Losungsvorschlige fiir schwere SAT-Instanzen 1. Runde

1. Uberlegungen:

(a) es gibt insgesamt 560 potentielle Klauseln,
(b

)

) mindestens 8 Klauseln sind notwendig, damit die Formel unerfiillbar wird,
(c) es sollte moglichst wenige erfiillende Belegung geben, am Besten nur eine,

)

(d) alle Variablen sollten mindestens 2 mal benutzt werden, sonst kénnen sie ein-
fach gesetzt werden.

Das alles fithrte aber zu extrem langen Formeln. Daher habe ich mich auf nur 5
Variablen beschrénkt und folgende Formel entworfen.

(=1, —3,-5) (2,3,4)
(3,4,-5) (=2, —4, —5)
(—1,-2,—4) (—2,3,-5)
(1,2,-5) (—1,2,-3)
(2,—3,-5) (1,3, —4)
(2,-3,—4) (—1,-2,3)
(1,3,5) (1,2,—4)
(—2,-3,4) (—2,4,5)
(_3’ 75)

Fazit: 5 Variable sind zu wenig, um zu verhindern, daf§ ein Mensch durch einfaches
Testen eine Losung schnell finden kann.

2. Uberlegungen:

(a) Komplexitit durch Uniibersichtlichkeit ist langweilig. Es ist zwar richtig, dass
so eine Formel aufwéndiger zu untersuchen ist, wenn sie langer ist, allerdings
ist hier zu unterscheiden zwischen Aufwand, der entsteht, weil man die For-
mel nicht im Kopf behalten kann und Aufwand, der entsteht, weil die Formel
in sich trickreich angeordnet ist. Der erstgenannte Aufwand ist immer etwas
langweilig, weil man ihn durch Papier und Stift (und mehr Zeit) ausgleichen
kann. Deswegen wurde hier auch verzichtet, eine wesentlich ldngere Formel zu
konstruieren.
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(b) Unvorhergesehen Konsequenzen und Seiteneffekte machen Systeme allgemein
kompliziert, und so auch Formeln. Deswegen war das Ziel prinzipiell, eine For-
mel zu konstruieren, bei der man durch Festlegung eines Wertes praktisch in
eine noch nicht offensichtliche ,,Falle” 1duft, d.h., die Formel wird dadurch un-
erfiillbar. Nach einigem Nachdenken habe ich dann auch gefunden, wie man
derartige Formeln gut konstruieren kann: Es wird beispielsweise ausgegangen
von ((A oder B) und (nicht A)). Daraus folgt direkt, dass A eben 0 sein muss,
andernfalls ist die Formel unerfiillbar, da eben (nicht A) dann 0 wird. Davon
ausgehend kann man dann via Distributivgesetzen und umgekehrten Absorpti-
onsgesetzen (A == A oder Falsum) die Formel auf 3-CNF umgeformt werden.
Damit ist es dann auch moglich, weitere solche Fallen in eine Formel einzubauen
oder auch weitere solche Fallen zu suchen, um eine Formel dann komplizierter
zu gestalten.

(—1,5,6) (=7,—6,—16)
(—2,7,-6) (1,5,6)
(6,8,12 (=7,—6,15)
<’87 12) (2777_6)
(=7,—6,15)

Fazit: Fallen sind eine gute Idee, aber die Formel selber ist zu klein, um nicht schnell
per Hand durchgetestet werden zu kénnen. Wenn Variable wie x5 nur in einer Form
— hier nur positiv — vorkommen, helfen sie wenig, um das Finden einer Losung zu
erschweren.

3. Uberlegungen:

(a) kein Literal darf nur positiv oder negativ vorkommen,
(b) kein Literal darf nur einmal vorkommen,
(d) die Formelanzahl sollte (fiir Menschen) moglichst grofl sein,

e

)
)
(c) keine zwei Klauseln diirfen einen (offensichtlichen) Widerspruch darstellen,
)
) keine Formel sollte sich wiederholen,

)

f) die Verinderung eines Literals sollte moglichst viele Anderungen anderer Lite-
rale nach sich ziehen,

(
(

(g) gleiche Paarungen von Literalen sollten vermieden werden.

(1,4, 5) (=6,9, 1)
(7,—4,-9) (—13, —16, 15)
(1 8, ) (_27_77_8)
(— ,—14 —15)  (3,2,6)
(13,10, —3) (11,—12, —10)
(—2,5,12) (11,7, —14)
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4. Eine meine moglichst schwer zu testende”3-SAT-Formel mit 16 Variablen und 49

Klauseln:
( , D, ) (10, —12, —7) ( 1,3, 16)
(14,5, —3) (2,3, -3) (—3,15, -9)
( 4, 2,12) (9,3,9) (4 15, — )
( 9, 2, 4) (—6,—15,—2) (13 13, 13)
( 4, —11, —2) (—1,7, 14) (6 16 4)
(16, —15, 15) (10, 16, —10) (12 —4 8)
(11,11 ) (16,—12,—14) ( 16,11, 11)
(16, —15, 15) (5,8,—13) ( 10,7, — )
( 6, —0, 7) (—9,—14, —8) ( —2 — )
(1549 (10,6.8)  (5,-7,6)
( ) (_85_77 _3) (4 1 _16)
( 13 11 0) ( 1,9, 13) (1 3, —1)
(=8,2,12) (~15,-9,12) (~11,-1,9)
( 13, —6, —12) (2,—14,—13) ( 4 2, —1)
( 9,9, —14) ( 9, —10, 12) ( , 0, )
(8 8 1)

Meine Strategie war folgende:

Ich habe mich fiir eine nicht erfiillbare Formel entschieden, weil solche Formeln mit
"Brute Forc” und "Random Walk” bereits maximale Zeit benotigen und es mir
auch mit anderen Algorithmen intuitiv schwerer erscheint, solche Formeln zu ent-
scheiden.

Um es besonders schwer zu machen, habe ich mir gedacht, dass es gut sei eine
moglichst kurze Formel zu finden (weil lingere Formeln mit hoherer Wahrschein-
lichkeit unerfiillbar sind und dies dabei leichter herauszufinden ist) und gleichzeitig
die Anzahl der wiederkehrenden Variablen-Paare in verschiedenen Klauseln zu mi-
nimieren und damit die Abhéngigkeiten zwischen den Klauseln zu minimieren, die
ausgenutzt werden konnten.

Also habe ich ein kleines Programm geschrieben, das folgenden Algorithmus ausfiihrt:

(a) generiere eine 3-CNF-Formel aus einer Permutation von Literalen, bei der jede
Variable so wenig wie moglich, aber mindestens vier Mal vorkommt, weil erst
dann die Moglichkeit besteht, dass die Formel unerfiillbar ist. (Aus Berech-
nungszeitgriinden ist dies im Programm neun Mal)

(b) priife mit einem externen SAT-Solver, ob die Formel unerfiillbar ist

(c) wenn ja, berechne ein Rating fiir die Formel, das davon abhéngt, wie oft gleiche
Variablen-Paare auftauchen

(d) gib nach einer festgelegten Anzahl von Tests die Formel mit dem niedrigsten

Rating aus.

Das Python3-Programm habe ich angehéngt. Angegeben ist die beste innerhalb von
10000 Durchléufen gefundene Formel mit 49 Klauseln.
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Aufgabe 2.2 (-3SAT sei die Einschrinkung auf Formeln, bei denen jedes Literal héchstens
¢ -mal vorkommt. Gesucht ist eine Reduktion von 3SAT auf ¢ -8SAT mit einem mdglichst
kleinen 0 :

Antwort 1:

Fall 1: Die 3-Sat-Formel ist unerfiillbar.

Dann benétigt man mind. 8 Klauseln, um alle 8 Belegungen einer Variablensubmenge der
Grofle 3 auszuschlieBen. In diesem Fall ist also k = 8.

Fall 2: Die 3-Sat-Formel ist erfiillbar.

Im schlimmsten Fall besitzt die Formel genau eine erfiillende Belegung. Dann muss jede
Variablensubmenge der Gréfle 3 genau eine erfiillende Belegung besitzen. Dies kann er-
zwungen werden, indem fiir jede Variablensubmenge der Grofle 3 sieben Klauseln erstellt
werden, in der alle Kombinationen vorkommen bis auf das Gegenteil der gewollten Bele-
gung. Es lasst sich sagen, dass das Vorkommen der Variablen in jeder erfiillbaren Formel
auf 7 erniedrigt werden kann.

Problem bei dieser Antwort: die Erfillbarkeit der gegebenen Formel muf erst entschieden
werden, wozu uns keine effizienten Algorithmen zur Verfiigung stehen. Damit ist dies keine
Polynomialzeit- Reduktion.

Losung: man kann ¢ = 9 erreichen, indem man jedes Vorkommen eines Literals z durch
eine neue Variable z; ersetzt und die Bedingungen z; = 25, 23 = z3, ... hinzufiigt,
d.h. 21V 23 A 2z V 29 usw. und die neuen Klauseln durch weitere Variable y auf Lange
3 bringt. Jedes solche z; kommt damit genau 1+ 2% 2 oft vor, jede Fiillvariable y wird
nur zweimal benétigt.

2.2 Balanzierte Formeln

Frage: wie erzeugt man zuféllige k-SAT Formeln fiir eine vorgegebenen Zahl von Varia-
blen und Klauseln?

Eine einfache Méglichkeit, m Klauseln zu generieren, ist es, m-mal aus der Menge aller
zuléssigen Klauseln iiber der gegebenen Variablenmenge eine Klausel zuféllig und uniform
zu ziehen. Ob mit oder ohne Zuriicklegen ist dabei relativ unbedeutend, so lange m klein
im Verhéltnis zu der Anzahl aller méglichen Klauseln ist. Bei dieser Wahl tritt jedoch das
Problem auf, dafl die Literale nicht gleichméfig haufig auftreten. Bei einer balanzierten
Formel wird dies jedoch durch einen anderen Auswahlprozef§ sichergestellt.

Resultate hierzu, insbesondere iiber die sogenannte Erfiillbarkeits-Threshold finden
sich in [BDI05], siehe auch [KKK98].
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2.3 Losungsvorschlige schwere SAT-Instanzen 2. Runde

Zur Erinnerung: Gesucht ist eine erfiillbare 3-Sat-Formel {iber 12 Variablen, die von Men-
schen auf Erfiillbarkeit moglichst schwer zu iiberpriifen ist.

1. Ich habe ein Programm geschrieben, dass eine 3-Sat-Formel fiir eine gegebene Be-
legung generiert, so dass die Belegung eine erfiillende ist. Die Klauseln sind zuféllig
und begrenzt auf eine Anzahl von 60, so dass jede Variable im Schnitt 10 mal vor-

kommt.
(—5,6,7) (4,—-6,—12) (—1,5,9)
(3,-8,12) (5,-9,12) (—7,—10,—11)
(3,—6,10) (—2,5,6) (3,—8,-9)
(—6,8,11) (—1,2,7) (3,9, —10)
(2,7,10) (3,7,-9) (—5,9,-12)
(8, —10,—-12) (—3,4,8) (8,-9,12)
(=5, -8, —11) (2,3,5) (1,6,—11)
(—1,5,11) (5,—7,12) (2,-3,-9)
(4,8,-12) (2,4,-9) (—4,8,10)
(—4,—5,-8) (5,10,12) (—7,8,10)
(1,2,-12) (6,—7,8) (—=1,-5,7)
(—3,9,—11) (—5,7,10) (5,8,9)
(—6,—11,—12) (2,—6,10) (6,9,10)
(2,—6,—7) (—2,—5,—-10) (3,11, -12)
(1,-5,-12) (1,3,10) (—4,-7,-12)
(—1,—4,-10) (6,—-8,9) (—2,—5,-12)
(6,—8,—10) (—=7,-9,—-12) (1,4,9)
(—6,—7,10) (—1,-7,-8) (—5,—10,11)
(3,4,6) (3,—8,10) (5,6,12)
(4,5,-=17) (—1,2,-12) (—1,2,—-11)
Anzahl erfiillende Belegungen 7 : 001101010100
011010111000
011101010001
01110101010z
011101011201

2. Das m, also die Klauselzahl, ergab sich durch folgende Uberlegung: Bei den ersten
Versuchen wurden Variablen anhand der Vorkomnisse gewichtet, d.h., die Anzahl
der Vorkomnisse einer Variablen enthielt relativ viel Information. Daher wurde hier
darauf geachtet, dass jede Variable genau 2x positiv und 2x negativ vorkommt.
Damit ergeben sich 2*2*12 = 48 Literale und somit 48/3 = 16 Klauseln.
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Ansonsten wurde mit einer randomisierten Belegung angefangen und dann eine Art
lokale Suche gestartet, d.h., es wurden 2 Literale heuristisch getauscht, eine Belegung
gesucht und wenn in der Belegung weniger Variablenwerte egal waren, wurde die
neue Formel akzeptiert, bis die Anzahl Belegungen akzeptabel klein war.

(7,2,5) (—2,—1,—11) (3,12,8)

( =3, — ) (_5717_2) (67_127_9)
( 77 ) _4) (87 67 _10) (97 117 4)

(10, 1 2) (11,10, 12) (12, -3,5)
(3,—4,—7) (—3,7,1) (—1,-6,—9)
(—8,-10, —11)

Anzahl erfiillende Belegungen: 256, Beispie: 11111011010x

. 3-Sat als Spiel zwischen Erzeuger und Loser

Wenn der Algorithmus A, ey bekannt ist, der eine erfiillbare 3-Sat-Formel ohne
Zufallselemente erzeugt, so kann ein Algorithmus A;,.s moglicherweise Informatio-
nen iiber Ag .cuy nutzen, so dass die Formel leichter evaluiert werden kann.

Wenn andersrum A, bekannt ist, so kann man A, .e,y so modifizieren, dass dies
fiir Ajes schwierige Losungen erzeugt.

Schwierige Formeln

Wenn man den Belegungsbaum betrachtet der zu einer moglichst schwierigen 3-Sat-
Formel gehort, so sollte dieser moglichst wenige erfiillende Belegungen haben, da
dann die Wahrscheinlichkeit sinkt, die richtige Belegung zu finden. Das die Formel
fiir andere Belegungen nicht erfiillt ist, sollte erst spét oder gar in den Blattknoten
ersichtlich sein, so dass der Baum prinzipiell sehr tief/vollstindig durchsucht werden
muss. Ist ein Literal in vielen Klauseln enthalten, so nimmt die Hohe des Teilbaums
fiir den Ast der erfiillenden Belegung des Literals ab.

Finden einer Formel

Mit Computer fiir » = 12, m = 30: Um eine Formel zu finden, die moglichst wenige
erfiillende Belegungen hat, habe ich ein Java-Programm geschrieben, was zufillig
Formeln generiert und nach erfiillenden Belegungen sucht.

Das Ergebnis ist:

(—8,3,4) (—8,1,-3) (—9, -2, —6)
(3,8,6) (5,—12,1) (6,12, —5)
(5,—1,2) (=2, -5, —6) (5,—10, —11)
(12,7, -2) (12,9, —6) (—10, —8,9)
(=1, -8, —4) (—3,11,2) (—3,8,—1)
(11, —4,5) (8,—2,1) (—9,-11,1)
(=7,12,-3) (—=7,11,-1) (11, -10, —9)
(1,7,-9) (4,—5,3) (=11, -1, —3)
(2,1,-7) (—12,-3,11) (9,3,2)
(11,10, —12) (7,12, -2) (1,-3,8)
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Anzahl erfiillende Belegungen 12 :

Uberlegung fiir r = 12, beliebiges m

010120110010
010110010001
01011011000z
01011011100z
100111001001
100111201111
110001000201

11

Nimmt man alle Kombinationen von Literalen und mischt diese, so hat man eine
komplexe, aber nicht erfiillbare Formel. Man wiile sich eine Belegung und streiche
alle nicht erfiillten Klauseln. Die verbleibende Formel ist nur fiir die eine gewéhlte

Belegung erfiillt, sonst nicht.

12 12
Es gibt dann m = ( 5 ) A - ( 5 ) = 1540 Klauseln.
N—— Vorzeichen N——
Kombinationen Uner fullte

Beispiel fiir den Fall 1=2=8=4=5=6=7=8=9=10=11=12=true:

[hier nicht wiedergegeben, da sehr lang]

In den Klauseln kommt jedes der Literale mindestens einmal nicht negiert vor.

4.
(—4,-12,-9) (4,3,8) (—11,5,-7)
(—7,6,9) (—8,7,-3) (—9,-8,—11)
(10,2,—-12) (12, —4,-1) (3,6,—10)
(12,—6,7) (—=5,—6,4) (—3,5,8)
(11,2,9) (—=1,-5,-2) (—2,10,1)
(—10,11,1)

Anzahl erfiillende Belegungen 199 : Beispiele :

000000211000
111000111202
11100111220z
111101110201

Die Formel enthélt 16 Klauseln und die Begriindung dafiir ist folgende: Es ist umso
schwieriger, eine Belegung fiir eine Variable zu finden, je ausgeglichener sie als Literal
positiv und negativ auftritt. Also sollte die Anzahl der Vorkommnisse jeder Variable

gerade sein.

Bei nur zwei Vorkomnissen wire die Belegung zu einfach zu erraten, deshalb habe
ich vier gewéhlt, da dies schwer genug erscheint. Es gibt 12 Variablen, die jeweils
viermal vorkommen, also gibt es 48 Literale = 16 Klauseln.
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Bei der Konstruktion der Formel wurde darauf geachtet, dass jede Variable genau
zweimal positiv und zweimal negativ vorkommt.
Weiterhin, um die transitiven Beziehungenfiweier Variable moglichst kompliziert zu
machen, habe ich darauf geachtet, dass jedes Variablenpaar innerhalb einer Klausel
in der Formel moglichst selten vorkommt. Dadurch ist es schwer, einen Wiederspruch
bei einer Variablenbelegung zu erkennen. Ganz lieen sich Wiederholungen leider
nicht vermeiden (z.B. fiir 2,10 und 9,10).
D.

(17 ) ) ( 71 ) (_2797 10)

(3,—16,11) (=5,—10,—11) (2,7,11)

(12,13,14) (4, -9, 13) (9,—10,—16)

(1,5, ) (7,—11,—-14) (3,-7,9)

(—2,8,-9) (— ,—9 —14) (5,—12,16)

( 3, =9, ) ( 8, ) (37 7, _10)

(5,6,9) (1,8, —16) (4,7,10)

(10, —13,16) (—7,9,15) (—6,8,—10)

(—1,8,—11) (9,—13,—15) (—2,—6,9)

(—3,—4,—-10) (—3,-9,10) (6,—10,—14)

Das ist meine formel. sie hat wieder 30 klauseln; ich wollte die formel grof3 halten
damit sie moglichst schwer auf den ersten blick zu losen ist. jede variable kommt
zwischen 6 und 8mal vor und ihc habe drauf geachtet dass

|# negative vorkommen —# positive vorkommen | < 1 ist.

Desweiteren kommt keine paarung von 2 variablen in einer klausel mehr als 2mal
vor, aber jede variable sieht jede andere mindestens einmal.

16 Variablen mit 882 erfiillenden Belegungen

Beispiele : 0000101110101021
0000101110101121
000010111011102x1
0000101110111121
00001111101010x1
0000111110101z21
0000111110111z21
00001111110012z0
0000111111011220
0000101111021020

6. Die folgende Formel ist sehr ausgewogen bzgl. der Vorkommnisse jeder Variablen
und ihrer Negation — jedes kommt genau 5 mal vor — und besitzt nur genau 1
Losung. Dennoch kann man diese schnell finden, da jede Klausel mindestens ein
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positive Literal besitzt. Setzt man alle Variablen auf true, dann wird offensichtlich
jede Klausel erfiillt.

(1,4,5) (1,-2,-7) (8,11,12)
(2,3,6) (4,—3,-9) (7,9,10)

(5, —6, —10) (8,—2,—10) (11,-3,-9)
(12, -6, —7) (2,—4,-5) (3,—5—28)
(6,—8,—11) (7,—11 — 12) (9,12, —1)
(10, —1, —4) (9,5, —7) (10,8, —9)
(1,-8,-3) (4,—11,—6) (5,—12,—7)
(8,—1,-9) (11, -4, —10) (12,—5,-2)
(2,-4,-7) (3, —5,—9) (6, —8, —10)
(7,—11,-2) (9,—12,-3) (10, —1,—6)
(1,6, —4) (4,9, —5) (5,2, —8)
(8,10, —11) (11,3, —12) (12,7, —1)
(2,11, —10) (3,12, —2) (6,1, —3)
(7,4, —6)

Einzige Lésung: 111111111111

7. Es sollte also immer Klauseln geben, die nur negative Literale enthalten, und ebenso
solche mir nur positiven Literalen. Wir kénnen dies fiir die obige Formel dadurch
erreichen, dal wir einige Variable durch ihre Negation ersetzen, so dafl nun die ein-
deutige erfiillende Belegung sowohl true- als auch false-Werte besitzt.

(1,4,5) (1,2,7) (8,11,12)
(—2, -3, —6) (4,3,9) (—7,-9,-10)
(5,6,10) (8,2,10) (11,3,9
(12,6,7) (—2, -4, —5) (=3, -5 —8)
(=6,—8,—11)  (=7,—-11—12) (=9,—12,—1)
(—10,—1,-4)  (=9,5,7) (—10,8,9)
(1,-8,3) (4,—11,6) (5,—12,7)
(8,—1,9) (11, -4, 10) (12,-5,2)
(—2,—4,7) (—3,-5,9) (—6,—8,10)
(—7,-11,2) (—9,-12,3) (—10, —1,6)
(1,-6,—4) (4,-9,-5) (5,—2, —8)
(8,—-10,—11)  (11,-3,-12)  (12,-7,—1)
(—2,11, 10) (—3,12,2) (—6,1,3)
(—7,4,6)

Einzige Losung: 100110010011

8. Permutiert man zusétzlich eine Indizes, um die Negationen zu verschleiern, so kann
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man beispielsweise die folgende Formel erhalten:

(1,2,9) (—1,-9,12) (8,11,12)
(5,6,7) (—2,—3,—6) (=7, -9, —10)
(3,4,10) (2,10,11) (6,7,8)
(3,9,12) (=2, —4, —5) (—4,—6 — 11)
(—3,-8,—-11)  (-8,—9 —12) (-1,-7,-12,)
(—=1,-5—10)  (4,—7,9) (7,—10,11)
(1,6,—11) (3,5, —8) (4,9, —12)
(—=1,7,11) (—5,8,10) (2,—4,12)
(—2,-5,9) (—4,—6,7) (—3,10,—11)
(2,8 —9) (6,—7,—12) (-1,3 — 10)
(1,—3,-5) (—4,5,-7) (—2,4,-11)
(—8,-10,11)  (—6,8,—12) (1,4,5)
(—2,8,10) (2,-6,12) (1,-3,6)
(3,5, —9)

2.4 Randomisierte Algorithmen fiir 3-SAT

Um ein erfiillende Belegung zu finden, kann man stochastische Suchverfahren verwenden,
die mit Hilfe von lokalen Kriterien Variablenbelegungen abéndern, um so eine erfiillende
Belegung zu finden. Die Vorgehensweise wird niaher in [HSS07] und [S07] beschrieben.
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3 Das Traveling-Salesman-Problem TSP

Definition 3.1 Das TSP-Problem: lineare — quadratische Reprdsentation

Reduktion TSP — S-TSP (= symmetrisches TSP auf ungerichteten Graphen)

3.1 Das Schniirband-Problem

TSP in der 2-dimensionalen Ebene mit einer besonderen Konfiguration der Knoten: Osen
eines Schuhs.

3.2 TSP-Varianten
MAX-TSP

Gesucht ist eine Roudntour, deren Kosten maximal ist:
Reduktion auf TSP durch Negierung der Gewichte.

Bottleneck-TSP

Gesucht ist eine Rundtour, deren maximale Kosten einer Kante minimal ist:
Reduktion auf TSP durch exponentielles Aufblahen der Kosten

TSP mit Mehrfachbesuch von Knoten

Eine Tour darf Knoten mehr als einmal besuchen:
ersetze Kosten einer Kante (v;,v;) durch die Kosten eines kiirzesten Weges von v; nach

Uj

TSP-Pfad: TSPP
Verallgemeinertes TSP: GTSP
Multiple-TSP: M-TSP

m Vertreter, die alle im Startknoten v, starten, teilen sich die Knoten auf, jeder Vertreter
besucht seine Knotenmenge auf einer Rundtour und kehrt dann zum Startknoten zuriick;
Ziel: minimiere die Summe der Kosten der einzelnen Touren
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Mannschafts-TSP

Die Knoten sind aufgeteilt in eine Menge von zwingenden Knoten und eine Menge von
Aufteilknoten. Jeder der m Vertreter muf§ alle zwingenden Knoten besuchen in beliebiger
Reihenfolge [alternativ in fest vorgegebener Reihenfolge|, die iibrigen Knoten teilen sich
die Vertreter auf.

Zeitabhingiges TSP
Traveling-Repairman-Problem TRP
Black-and-White-TSP

Winkel-TSP

3.3 Anwendungen von TSP
Job-Scheduling
Flow-Shop-Problem

Definition 3.2 Gegeben sind n Jobs Jyi,...,J,,von denen jeder nacheinander ohne
Wartezeit auf einer Folge von m Maschinen My, ..., M,, bearbeitet werden muf. Es
sei pi, die Ausfihrungszeit von J; auf M, .

Aufgabe: minimiere die totale Ausfiihrungszeit!

Dies Problem ist AP -hart im strengen Sinn, aber in P fiir m = 2.

3.4 IP-Formulierung von TSP

Minimiere > 7", c.z. unter der Bedingung X € Polytop(T),

wobei m die Anzahl der Kanten sei und X € {0,1}™ eine zuldssige Tour 7 € T be-
schreibt als Auswahl der dabei benutzten Kanten. Polytop(7) sei das m-dimensionale
Polytop, das durch die Menge aller zuldssigen Touren gebildet wird. Schwierigkeit, Polytop(7)
vollstéandig zu beschreiben.

Das Assignment-Problem

minimiere >3, >0, ¢jjz;; unter den Bedingungen 31, x; = 1 fir j € [1..n] und
iy xyy =1 fiir i € [1.n] sowie x;; € {0,1}. In diesem Fall beschreibt die Variable w;;
die Kante vom Knoten v; nach v;.
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Eine Losung des Assignment-Problems beschreibt eine vollstandige Tour oder eine Menge
von Subtouren, die jeden Knoten enthalten. Subtour-Elimination: zusétzliche Bedingun-
gen, die Subtouren ausschlieflen.

exponentiell viele Bedingungen (natiirliche Formulierungen): Clique-Packung-Constraints
Kreis-Packung-Constraints

Polynomiell viele Bedingungen (kompakte Formulierungen):
Beispiel MTZ-Constraints:

(n—1Dzj+u —u; <n—2  fiiralle 4,5 € [2.n],

wobei u; fiir i € [2..n] neue reelwertige Variable ohne Beschriankungen sind.

Lemma 3.1 Beschreibt X € {0, 1}”2 eine vollstindige Rundtour, dann gibt es Belequn-
gen der wu;, so daf$ die MTZ-Constraints erfillt sind.
Zerfillt X dagegen in Subtouren, so sind diese Constraints nicht erfillbar.

Beweis: Wahle u; = Zeitpunkt des Besuchs von v; durch die Tour, wobei der Knoten v,
als Startpunkt definiert wird. Dann gilt fiir alle Kanten z;; der Tour: u; = w;+1, d.h. die
Ungleichung fiir 7, j ist erfiillt. Fiir alle anderen Kanten gilt z;; =0 und w; —u; <n—2.

Zerfdllt X in Subtouren, so sei v;,,...,v;, eine Subtour, die den Knoten v; nicht enthélt.
Addiert man alle zugehorigen Ungleichungen fiir die Paare (iy,143),. .., (i, 41), so heben
sich die u; gerade weg. Wegen 3 ;, ;= £ ergibt sich die nicht zu erfiillende Unglei-
chung (n—1)- £ <(n—2)-¢.

3.5 RLP und GLP: rationale und ganzzahlige lineare Program-
mierung

grafische Représentation

Formulierung der Ungleichungen als Gleichungssystem mit Hilfe von Slack und Surplus-
Variable

Relaxation: zunéchst Losung als ein RLP-Problem, anschlieSfend durch Runden eine ganz-
zahlige Losung erzeugen, die weiterhin die Nebenbedingungen erfiillt;

Beispiel, dafl optimale Losungen von GLP weit von optimalen Losungen von RLP entfernt
liegen konnen
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4 Backtracking bei diskreten Optimierungsproblemen

Ein diskretes Optimierungsproblem () wird beschrieben durch eine Menge X potentiel-
ler Losungen sowie eine Funktion val : Z x X — R, wobei Z die Menge der moglichen
Probleminstanzen (Eingaben) von @ ist. val(/,X) ist der Wert des Optimierungspro-
blems bei Eingabe I und Losungskandidat X . Die algorithmische Aufgabe besteht darin,
fiir eine gegebene Probleminstanz [ moglichst effizient ein oder alle X zu bestimmen,
fiir die val(/, X) maximal ist (bzw. minimal bei einem Minimierungsproblem). Manch-
mal ist man auch nur an dem maximalen Wert val(/, X) interessiert, ohne X explizit
zu kennen. Wéchst der Losungsraum X exponentiell in der Grofle der Probleminstanz
I, so ist ein vollstiandiges Durchsuchen extrem zeitaufwendig und fiir groflere Instanzen
praktisch nicht mehr durchfithrbar.

4.1 Das Rucksackproblem

Problemspezifikation:

Gegeben n Gegenstdnde mit Gewichten wy,...,w,_; und Nutzen vg,...,v,_1 sowie
eine Kapazitdtsschranke M .

Aufgabe: bestimme eine Auswahl X = (zg,...,7,1) € {0,1}",

so dafl val(X) := Y, z; - v; maximal wird unter der Nebenbedingung >, z; - w; < M .

Bei einem Losungskandidaten X bedeutet z; = 1, daf der i-te Gegenstand in den Ruck-
sack aufgenommen wird. Dieser darf insgesamt mit nicht mehr als Gewicht M belastet
werden. Die potentielle Losungsmenge X umfist also alle Teilmengen der n-elementigen
Giitermenge. Fin Losungskandidat ist zuldssig, wenn seine Giiter die Gewichtsgrenze nicht
iiberschreiten. Eine Losung des Rucksackproblems ist ein zulédssiger Losungskandidat X,
dessen Bewertung val(X) maximal ist unter allen zuldssigen Kandidaten.

Algorithmus 1: KNAPSACKI1 (/)
global X, 0ptX,0ptV;
if t=n
then
if ") w;x; < M then
CurV := Yt vy #[aktuelle Bewertung |#
if CurV > OptV then
OptV := CurV;
OptX := [xo, ..., Tp_1]
else
Ty = 1;
KNAPSACK1 (£ +1);
x;:=0;

KNAPSACK1 (¢ +1).




R. Reischuk, ITCS 19

Algorithmus 1 berechnet eine optimale Losung durch vollstédndiges Durchsuchen des Losungs-
raumes exponentieller Grofle (ezhaustive search). Die Implementation geschieht durch
durch eine rekursive Strategie, wobei

X die aktuelle partielle Losung,

OptX die bislang beste gefundene Losung,

OptV die Bewertung der bislang besten Losung
bezeichnen. KNAPSACK1 (0) gibt dann in OptX eine global optimale Losung zuriick,
wobei die globalen Variablen X, 0ptX,0ptV am Anfang mit 0 initialisiert werden.

4.2 Die allgemeine Backtracking-Strategie

Die allgemeine Strategie beim Backtracking 148t sich folgendermaflen beschreiben.
Voraussetzung an die Problemstellung ist dabei, dafl der Losungsraum eine Darstellung
als kartesisches Produkt Xy x A} x ... jeweils endlich vieler Alternativen X, besitzt.
C, C X, bezeichnet eine Auswahlmenge zu betrachtender Alternativen, die moglichst
klein gehalten werden soll.

Algorithmus 2: BACKTRACK (/)

global X,C, ¢(=0,1,...;
#[Cy mogliche Erweiterungen einer partiellen Losung auf Stufe ¢ |#
if [xo,21,...,20-1] ist zulédssige partielle Losung
then process it;
compute Cp;
for each x € C, do
Ty =1

BACKTRACK (¢ +1).

Die Anwendung dieser Vorgehensweise auf das Rucksackproblem mit einer Beschrinkung
der Auswahlmenge durch die Bedingung, dafl das Gewicht einer partiellen Losung die
Kapazitédtsobergrenze nicht iiberschreiten darf, ergibt dann folgendes Verfahren, wobei
die Variable CurW das Gewicht der aktuellen partiellen Losung X beschreibt.

Durch den Test CurW+w, < M werden nur partielle Losungen weiterverfolgt, die zu einer
zuldissigen Losung fithren konnen. Auf diese Weise kann der Suchraum unter Umstédnden
massiv verkleinert werden.
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Algorithmus 3: KNAPSACK2 (¢, CurW)

global X, 0ptX,0ptV,Cy, (¢ =0,1,...);
if /l=n
then
Cg = @
if Z?:’Ol v;z; > 0ptV then
OptV := 2?1—01 Vil
OptX := [zg,. .., Tpn_1];
else
if CurW+w, < M
then C,:= {1,0}
else Cy:={0};
for each = € C;, do
Ty = T,
KNAPSACK2 (¢ + 1, CurW + wyxy) .

4.2.1 Das Clique-Problem

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Aufgabe, in einem Graphen G = (V| E) alle
vollstdndigen Subgrahen, auch Cliques genannt, zu finden.

Fiir einen Knoten v € V' bezeichne
L(v)={ueV|{v,u} € E}

die Menge seiner direkten Nachbarn. Die Knoten in V' seien durch eine Relation =<
vollsténdig geordnet und B(v) :={u € V' | v < u} die Menge der Knoten, die bzgl. dieser
Ordnung grofler als v sind.

Als Auswahlmenge C) wéhlen wir in diesem Fall also Cy := V und mit C, := Cy_1 N
I'(z4—1) N B(xp—1) die Teilmenge aller Knoten in Cy_; , die zu dem letzten ausgewihlten
Knoten x,_; benachbart sind und bzgl. der Ordnung grofler als x,_; .

Die Menge N; = Up<j<¢I'(z;) enthilt genau die verbleibenden Knoten aus V', die zu
allen Knoten zg,...,x,_1 benachbart sind und damit Kandidaten fiir eine Erweiterung
der Clique bestehend aus den Knoten zg,...,z, 1. Diese Clique ist daher genau dann
maximal, d.h. nicht erweiterbar, wenn N, leer ist.
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Algorithmus 4: ALLCLIQUES (¢)

global X, C, (/{=0,1,....,n—1);
#levery X generated by the algorithm is a clique]#

if /=0
then output| |
else output [zg, ..., 7, 1];
if /=0
then N, .=V
else Ng = F(J}gfl) N Ng,1 )
if Ny=0 then {zg,...,2, 1} is a maximal clique;
if /=0
then C, .=V

else Cp:=CopyNT(xp—1) N B(ap_q);
for each z € C;, do
Tp =X

ALLCLIQUES (¢ +1).

4.2.2 Das Problem EXACT-COVER

Gegeben eine Menge S = 57, Sy, ... von Teilmengen iiber einer Grundmenge U , so heifit
eine Auswahl S;,,S;,,... von Menge aus S eine exakte Uberdeckung, wenn jedes
Element aus U in genau einem der S;, enthalten ist. Ein Spezialfall ist die Verallge-
meinerung von 3-DIM-MATCHING auf das Problem X3C, wo jede Teilmenge S; genau 3
Elemente enthélt.

Dies Problem kann mit Hilfe des Clique-Problems gelost werden. Betrachte dazu den
Graphen G = (V, E), dessen Knoten gerade die Mengen in S sind und zwei Knoten S;
und S; aus G genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn S; N S; = 0. Die
maximalen Cliques in G sind dann gerade potentielle Losungen von EXACT-COVER.
Solch eine Clique ist eine zuléssige Losung, wenn jedes Element von U in einem Knoten
der Clique vorkommt.

Die folgende Backtracking-Strategie berechnet alle exakten Uberdeckungen. Dabei sei
U={0,...,n—1}.
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Algorithmus 5: EXACTCOVER (n, S')
global X,C,,C; ({=0,1,...);
procedure EXACTCOVER-Backtrack (¢,1") ;

if /=0 then
Up:={0,...,n—1};
r:=0
else
Up:=Up-1\Se,_, ;
r.=r;
while ¢ U, and r<n do r:=r+1;
if » =n then output [z, ...,/ 1];
if /=0

then C{:={0,1,...,m —1}
else C) :=T(zs—1) N B(z—1) NC)_y;

Co:=CyNH(r);
for each z € (), do
Ty =

EXACTCOVER-Backtrack (¢ + 1,7) ;

main
m = |S5];
sort S in decreasing lexicographic order;
for i:=0tom—1 do I'(s) := {j|S;NS;=0};
for i:=0tom—1 do B(i) := {i+1,i+2,...,m—1};
for i:=0ton—1 do H(i) = {j]5;n{0,...,i} ={i}};
H(n) = 0;
EXACTCOVER-Backtrack (0,0) .

4.3 Backtracking mit einer Bounding-Funktion

Fiir ein gegebenes Optimierungsproblem () heifit eine Funktion Bound(Y') definiert auf
den partiellen Losungen Y von () eine Bounding-Funktion, wenn fiir alle Problemin-
stanzen I und alle partiellen Losungen Y gilt:

val(/,X) < Bound(Y) fiir alle Erweiterungen X von Y .

Mit anderen Worten, in dem Teilbaum T'(Y'), der alle moglichen Losungskandidaten
enthélt, die Erweiterungen einer partiellen Losung Y sind, kann kein groflerer Wert als
Bound(Y') erzielt werden (bei einem Minimierungsproblem entsprechend kein kleinerer).
Liegt diese Schranke unter dem aktuellen Optimum OptV, so kénnen wir auf das Durch-
suchen von T'(Y') verzichten. Dies fiithrt zu dem folgenden beschleunigten Verfahren:
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Algorithmus 6: BOUNDING ()

external Value( ),Bound( );
global X, 0ptX,0ptV,Cy, (¢ =0,1,...);

if [xo,..., x| ist zuldssige Teillosung then
V' :=Value(|zg,...,zs1]);
if V > 0ptV then
OptV:=V;
OptX := [zo, ..., Ts_1];
compute Cp;
for each z € C; do

B := Bound([zg, . .., Ts_1,]);
if B > 0ptV then
Tpi=

BOUNDING (¢ +1).

4.3.1 Bounding-Funktion fiir das Rucksackproblem

Durch eine rationale Variante des Rucksackproblems erhalten wir eine Bounding-Funktion,
die sich effizient berechnet 1a8t. Fiir den Fall, dafl jedes Gut geteilt werden kann, d.h. 0 <
xy < 1, kann das Optimum némlich durch ein einfaches Greedy-Verfahren berechnet wer-
den.

Algorithmus 7: RKNAP (v, vy, ..., 0,1, wo, w1, ..., Wu_1, M)
permutiere die Indizes so dal v;_1/w;_1 > v;/w; fir alle i < n;
initialisiere ¢ :=0; V :=0; W :=0;

for j:=0ton—1

do z; :=0;
while W < M and i <n do
then
x; =1
W =W 4+ w;;
V=V 4w
ti=1+1
else
xp = (M —W)/w;;
W .= M:;
VIV—FQZZUZ,
1:=1+1;

return (V).
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Verwendet man den optimalen Lésungswert des rationalen Rucksackproblems als Boundung-
Funktion fiir das ganzzahlige Rucksackproblem, so ergibt sich das folgende Verfahren:

Algorithmus 8: KNAPSACKS3 (¢, CurW)

external RKNAP( );
global X, 0ptX, Optv, C, (£=0,1,...)

if /=n
then
Cr=10
if >0 vr; > 0ptV then
OptV := ?:_01 VT
OptX := [zg,. .., Tn_1];
else

if CurW+w, < M
then C,:= {1,0}
else C; :={0};
for each » € C, do
Tp =T
B = Y v + RKNAP(vgg 1, . o, U1, Wegts - ooy Wy, M — CurlW — wyay) ;
if B > OptV then
KNAPSACKS (£ + 1, CurW + wyzy) .

Aufgabe 4.1 Man konstruiere eine Probleminstanz, fir die RKNAP keine optimale Losung
generiert.
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4.4 Backtracking fiir das Traveling Salesman Problem (TSP)

Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit n Knoten und einer Kostenmatrix M fiir die
Kanten, wobei m[i, j] = oo, falls {i,j} ¢ E.

Fiir einen Hamiltonschen Kreis in G mit Knotenfolge zg,z1,..., 2,1, 2, = 2o sei
n—1
Cost([zo, ..., xn1]) == > mlz;, zi44] .
i=0

Sucht man eine Knotenfolge mit minimalen Kosten, so kann diese durch das folgende
Backtracking-Verfahren berechnet werden.

Algorithmus 9: TSP1 (¢)
global C;, ({=0,1,...,n—1);

case / =n then
val := Cost([xo, ..., ZTn_1]);
if val < OptV then
OptV :=val;
OptX := [xg.. .., Tp 1]
case { =0 then C,:= {0}
case { =1 then Cp:={1,...,n—1}
else Cp:=Co\{xp-1};
for each = € (), do
Ty = T
TSP1({+1).

Fiir eine Teilmenge W C V' der Knoten und x € V' sei
b(x, W) := min{m[z,w] | w e W}

die kostenminimal Verbindung von z in die Knotenmenge W . Fiir einen Weg X =
[0, ..., 2¢—1] in G definieren wir

MINCOSTBOUND(X) :=

¢

|
N

mlz;, xi1] + bz, V\X) + D b, {zo} UV \X), fallsl<n

veV\X

|
o O

mlz;, xi1] + mlra_1,x0], falls ¢ =n .

7=l

[en]

Es ist leicht einzusehen, dafli MINCOSTBOUND(.X ) eine Bounding-Funktion darstellt. Daher
konnen wir das Backtracking-Verfahren verbessern zu:
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Algorithmus 10: TSP2 (¢)

external B( );
global C, ({=0,1,...,n—1]);
if /=n then
C := Cost([xg,. .., Tn-1])
if ¢' < 0ptV then
OptV:=C';
OptX := [z, ..., Tn-1]];
case { =0 then C,:= {0}
case { =1 then Cy:={1,...,n—1}
else Cg = Cg_l\{fbg_l} )
for each z € (, do
B := MINCOSTBOUND( |y, - . - , Ts—1, ])
if B > 0ptV then return ;
Tpi=1x;

TSP2 (¢ +1).

4.4.1 Bounding-Funktion mit Hilfe reduzierter Kostenmatrizen

Eine andere Bunding-Funktion kann man auch folgende Weise erhalten. Wir definieren
dazu eine Reduktion einer Kostenmatrix M . Die Eintrige der Matrix werden zeilen-
und spaltenweise um bestimmte Werte verringert, so dafl jede Zeile und jede Spalte min-
destens einen 0-Eintrag erhélt, alle Eintrdge jedoch weiterhin nichtnegativ sind.

Der Wert der Reduktion redval(M) ist die Summe der Zahlen, um die die Zeilen-
und Spalteneintréige verringert werden.

Algorithmus 11: REDUCE (M)
#[M is a k x k matrix |#

redval :=0;

for i:=0 to k—1 do
minrow := m[i, 0] ;
for j:=1 to k—1 do minrow := min{minrow, m[i,j|};
for j:=0 to k—1 do mi,j] := m[i, j|] — minrow;
redval := redval 4+ minrow;

for j: =0 to k—1 do
mincol := m|0, j] ;
for i:=1 to k—1 do mincol := min{mincol, m[i, j|};
for i :=0 to k—1 do ml[i,j| := m]i,j] —mincol;
redval := redval 4+ mincol;

return redval.
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Lemma 4.1 Jeder Hamiltonsche Kreis in einem Graphen G mit Kostenmatrix M hat
Kosten mindestens redval(M).

Beweis: Markiert man fiir einen Hamiltonschen Kreis in der Kostenmatrix genau die
Kosten der Kanten des Kreises, so wird in jeder Zeile und in jeder Spalte genau ein
Eintrag mli, j] markiert. Man sieht leicht, da die Summe dieser Werte mindestens so
grof} sein muf} wie redval(M). |

Der folgende Algorithmus berechnet fiir eine Teillosung X , d.h. einen Weg in G eine Ko-
stenfunktion fiir den Weg im Restgraphen und reduziert dann die sich daraus ergebende
Kostenmatrix.

Algorithmus 12: REDUCEBOUND (X)

external Cost( ), REDUCE( );
global M,V ;
#[M ist die Kostenmatrix eines Graphen G mit Knotenmenge V' der Grofle n |#
#[der Vektor X = [zg,...,Zp_1] ist ein Weg in G |#
if m =n then return Cost(X);
#[Konstruktion einer neuen Matrix M’ die die Kosten definiert,
um X zu einem Kreis in G zu verldngern |#
M'[0,0] := o0}
Ji=1;
for each y € V\{zo,21,...,2-1} do
MI[OL]] = M[xm—lvy] ;
Ji=J+1
1:=1;
for each = € V\{xg,21,..., 21} do
M'[i,0] := M|z, x| ;
1:=1+1;
1:=1;
for each = € V\{zg,21,...,2,,_1}do
J=1;
for each y € V\{zg,21,..., 21} do
M'[i, j] == Mz, y];
Ji=J+1
1i=1+4+1;
redbou := REDUCE (M');
for i:=1 to m—1 do
redbou := redbou + M|[z; 1, x;];
return redbou.
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4.5 Das MAXCLIQUE-Problem

Wir wollen nun die maximale Grofie einer Clique eines gegebenen Graphen berechnen.
Dies Problem ist ebenfalls NP -hart. Die Suche soll wiederum mit Hilfe einer Bounding-
Funktion beschleunigt werden.

Algorithmus 13: MAXCLIQUE1 (¢)

global C;, ({=0,1,...,n—1);
if ¢/ > 0OptV then

OptV:=/(+1;
OptX := [xg,. .., T 1];
if (=0
then C, =V

else Cp:=T(z¢—1) N B(ze—1) N Cy_q;
for each x € C;, do
Tp =X
MAXCLIQUEL (¢ + 1) ;
main
OptV:=0;
MAXCLIQUEL (0) ;
output (OptX).

Das Abschétzen der maximalen Cliquen-Grofle in einem Restgraphen geschieht mit Hilfe
einer Knotenfiarbung, d.h. jeder Knoten des Graphen bekommt eine Farbe, wobei benach-
barte Knoten unterschiedlich gefarbt werden miissen. Ziel dabei ist es, moglichst wenig
Farben zu verwenden. Kann man nédmlich einen Graphen mit k£ Farben farben, so besitzt
er offensichtlich keine Clique mit mehr als £ Knoten.

Da das Farbungsproblem fiir Graphen im allgemeinen NP -hart ist, kénnen wir eine
optimale Féarbung mit der Minimalzahl an Farben im allgemeinen nicht effizient berech-
nen. Stattdessen wird durch ein einfaches Greedy-Verfahren, welches die Farbungszahl
approximiert. Der berithmte Vierfarbensatz, der als erstes mathematisches Theorem
mit Hilfe eines Computerprogrammes bewiesen worden ist, besagt, dafl man jeden plana-
ren Graphen mit 4 Farben farben kann. Ob ein beliebiger Graph 2-farbbar ist, kann auf
einfache Weise entschieden werden. Die Frage, ob 3 Farben ausreichen, ist dagegen bereits
NP -vollstindig.

Es sei G ein Graph mit Knotenmenge V = {vy,...,v,_1}. Zur Farbung verwenden wir
die Farben 0,1,.... Die Menge ColorClass|h| enthilt alle Knoten v;, die mit Farbe h
geférbt werden. Dies wird auch représentiert durch den Wert der Variablen Color|v;] = h.
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Algorithmus 14: GREEDYCOLOR (G)
global Color;

k:=0;

for ::=0 ton—1 do
h:=0;
while h < k and T'(v;) NColorClass[h] # 0 do h:=h+1;
if h=F then

k=k+1,;

ColorClass[h] :=0;
ColorClass|h] := ColorClass[h] U {v;};
Color[v;] :=h;

return (k).

Bei Terminierung von GREEDYCOLOR mifit der Wert der Variablen k gerade die Zahl
der benutzten Farben. Man findet leicht Beispiele, die zeigen, dafl diese Zahl nicht immer
optimal ist. Andererseits zeigt der Algorithmus, daf fiir einen Graphen mit maximalem
Grad d, d.h. |['(v;)] < d fiir alle v;, stets d 4+ 1 Farben ausreichen.

Wie oben bereits diskutiert, liefert die Farbzahl £ eine Bounding-Funktion fiir die maxi-
male Cliquengréfie. Man kann nun entweder mit Hilfe von GREEDYCOLOR eine Farbung
fiir den gesamten Graphen berechnen und dann bei einem Restgraphen zéihlen, wie vie-
le verschiedene Farben in diesem Restgraphen vorkommen. Eine schérfere Bounding-
Funktion ergibt sich, wenn man fiir den Restgraphen selber ein Farbung berechnet, denn
diese wird in vielen Fillen mit weniger Farben auskommen.
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4.6 Branch-and-Bound-Verfahren

Das Traversieren des Baumes der Losungskandidaten kann bei einer gegebenen Bounding-
Funktion noch weiter verbessert werden. Bislang haben wir die Schne eines Knotens
in beliebiger Reihenfolge betrachtet. Die Branch-and-Bound-Strategie fiir ein Maxi-
mierungsproblem dagegen untersucht die Subbdume eines Knotens in fallender Ordnung
der Bounding-Werte. Daher kann unter Umstédnden das Betrachten von Subbdumen mit
schlechteren Bounding-Werten entfallen, ndmlilch genau wenn ein Bruder mit einem bes-
seren Bounding-Wert tatséchlich auch einen besseren Wert fiir die Zielfunktion liefert.

Algorithmus 15: BRANCHANDBOUND (¢)

external B( ), profit();
global C, ({=0,1,...);
if [xg,...,m, 1] is a complete solution then
V :=profit([zo,...,x-1]);
if V' > 0ptV then
OptV:=V;
OptX := [xq,. .., To_1];
compute Cp;

count :=0;

for each z € C; do
nextchoice[count] := x;
nextbound[count]| := B([zo, ..., x_1,]);

count := count + 1;
simultaneously permute nextchoice and nextbound
so that nextbound is in decreasing order;
for 1 :=0 to count —1 do
if nextbound[i]| < OptV then return ;
x¢ := nextchoiceli] ;

BRANCHANDBOUND (£ + 1).

Wendet man diese Vorgehensweise auf des Traveling-Salesman-Problem an — in diesem
Fall ein Minimierungsproblem, so ergibt sich der folgende Algorithmus:
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Algorithmus 16: TSP3 (¢)

external Sort (), Cost ( );
global C;, ({=0,1,...,n—1);
if /=n then
C :=Cost([xg,. .., Tn-1]);
if ¢' < 0ptV then
OptV:=C';
OptX := [zg,. .., Tpn_1];
case { =0 then C,:= {0}
case { =1 then Cy:={1,...,n—1}
else Cg = Cg_l\{fbg_l} )

count :=0;

for each = € Cy do
nextchoice[count] := x;
nextbound[count]| := B([zg, ..., 21, ]);

count := count + 1;
simultaneously permute nextchoice and nextbound
so that nextbound is in increasing order;
for 1 :=0 to count — 1 do
if nextbound[i] > OptV then return ;
xy := nextchoiceli] ;

TSP3({+1).

4.7 Experimentelle Daten

Ausfiihrung der verschiedenen Bachtracking-Verfahren auf zuféllig generierten Problemin-

stanzen; gemessen wird die Grofle des entsprechenden Suchraumes.
Beim Rucksackproblem werden die Gewichte und Nutzen der n Gegenstéinde in einem

engen Bereich mit leichten Schwankungen zuféllig generiert.

Rucksackproblem Problemgrofie
Losungsverfahren Anzahl Gegensténde

8 16 24
A1l: vollstindige Suche 511 1,3 -10° 3,3 -107
A3: Uberpriifung der Kapazitéitsschranke | 312 - 333 | 7,6 —7,8-10* | 1,7 —1,9- 107
A8: Bounding Funktion RKNAP 52 -78 58 - 601 180 - 755

Fiir das Traveling-Salesman-Problem werden die Kosten der einzelnen Kanten zufillig
gewahlt.
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Traveling-Salesman Anzahl Stadte
Losungsverfahren 5 10 15 20
A12: Bounding mit

MINCOST BOUND 45 | 5200 | 1,5 -10% | 6,4 -107
REDUCE BOUND 18 | 1287 | 5,3 -10* | 1,3 -10°
A16: Branch-and-Bound mit

MINCOST BOUND 25| 490 |1,2-10° | 6,1 -10°
DEDUCE BOUND 9 | 102 5078 | 3,9 -10%

Beim Cliquen-Problem wird ein Graph G mit n Knoten zufillig generiert; die Wahr-
scheinlichkeit, dafl zwei Knoten von G durch eine Kante verbunden werden, betragt 0,75
und ist unabhéngig von der Existenz anderer Kanten.

Clique Grapheigenschaften
Anzahl Knoten 25 50 100
Anzahl Kanten 236 959 3720
Maximale Clique-Grofie 11 14 17
Bounding Funktion

keine 2,510 | 2-105 | 1,8 -10°
GroBenschranke 1840 | 9,1 -10* | 5,3 -106
GREEDY COLOR 91 2843 7 -10%
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5 Randomisierung und probabilistische Analyse

5.1 Randomisierte Algorithmen

Wir beginnen mit einem Routing-Problem. Gegeben sei ein Kommunikationsnetzwerk
G, bei dem jeder Knoten v in einem Zeittakt maximal ein Datenpaket von einem seiner
Nachbarn entgegennehmen und dann an einen anderen Nachbarn weitersenden kann oder
es behalten, wenn es fiir ihn bestimmt ist. Treffen mehrere Pakete gleichzeitig ein, so
werden sie zwischengepuffert, bis der Knoten diese Schritt fiir Schritt verarbeiten kann.

Definition 5.1 Packet-Routing in Netzwerken

Jeder Knoten v will ein Paket an einen anderen Knoten schicken. Ziel ist es, alle Pakete
moglichst schnell zuzustellen, d.h. die mazximale Laufzeit eines Paketes soll minimiert
werden. Die einzelnen Wege der Pakete sollten daher so gewdihlt werden, daf$ sie sich
mdaglichst wenig gegenseitig behindern.

Um Trivialfille von Uberlastungen auszuschliefen, nehmen wir an, daf die Zuordnung
Absender—Empfianger der Pakete eine Bijektion auf der Knotenmenge bildet, ansonsten
konnte bereits ein einzelner Knoten sehr viel Zeit bendotigen, wenn eine hohe Anzahl an
Paketen ihm zugesendet werden.

Die Entscheidung, welcher Wege fiir ein Pakete gewdhlit wird, soll aber nicht zentral vor-
herberechnet werden, sondern lokal in den einzelnen Knoten nur anhand der Empfinger-
adresse und somit unabhdngig von den Zieladressen anderer Pakete. Fine derartige dis-
tributive Routing-Strategie heifst oblivious.

Wichtige Parameter fiir die benétigte Zeit, um dies Routing-Problem zu l6sen, sind of-
fensichtlich der Durchmesser des Netzwerkes — die maximale Entfernung zwischen zwei
Knoten — sowie die maximale Belastung einer Kante e, die Zahl der Pakete, die die Kante
e benutzen.

Man kann eine worst-case untere Schranke €2(y/n/d) zeigen fiir jede deterministische
oblivious Routing-Strategie in Netzwerken der Gréfle n mit Knotengrad maximal d.

Durch Zufallsentscheidungen bei der Wahl der Wege fiir die Pakete wollen wir versuchen,
solch ein worst-case Szenario mit hoher WS auszuschlieen. Betrachten wir dazu das
konkrete Problem des Routing in einem d-dimensionalen Hyperwiirfel H,. Jeder
Knoten hat als Adresse einen Binérstring der Lange d und Knoten, die sich an genau
einer Bitposition unterscheiden, sind durch eine Kante verbunden. H, besitzt 2¢ Knoten
mit gleichem Grad d und somit 2¢-d/2 Kanten.

Die Bit-Fixing-Routing-Strategie geht in H,; wie folgt vor. Der Reihe nach wird fiir
die Bitpositionen, an denen sich Absender- und Empfingeradresse unterscheiden, das Pa-
ket iiber die Kante dieser Dimension geschickt. Diese Strategie ist offensichtlich oblivious,
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und man kann leicht Beispiele konstruieren, bei denen ihre Laufzeit die untere Schranke
Q(y/n/d) = Q(y/n/ log n) erreicht.

Valiants 2-Phasen Routing an eine zuféllig gewéhlte Zwischenadresse

Aufgabe 5.1 Konstruiere eine Permutation, so dafi die Bit-Fixing-Strategie mdoglichst
viel Zeit bendtigt.

5.2 Probabilistische Auswahlen

Wir présentieren zunéchst einige elementare Ergebnisse iiber probabilistische Prozesse.

Definition 5.2 Coupon-Collector Problem Es gebe n wverschiedene Arten von Coupons
und von jeder Art unbeschrdankt viele. Ein Zufallsexperiment generiert eine Folge von
Coupons cy,ca, ..., wobei bei jedem c; die Art zufillig und unabhdngig von den anderen
¢ gewdhlt wird. Es stellt sich die Frage, wieviele Coupons man ziehen mufs, bis man von
jeder Art mindestens einen Coupon besitzt.

Es bezeichne H, :=1+1/2+1/3+...1/n die n-te harmonische Zahl. Es gilt

H, = Inn+0,577...+0O(1/n) .

Theorem 5.1 Die erwartete Anzahl an Versuchen, bis man Coupons von allen n Arten
besitzt, betrdgt
n-H, = nlnn+0,577n+ O(1) .

Die Varianz ist beschrdankt durch 2 n? .

Beweis: Es bezeichne T; die Anzahl der Schritte, um die Zahl der verschiedenen Coupons
von i — 1 auf 7 zu erhohen, und T die Gesamtzahl der Schritte, bis alle n Arten
vertreten sind. Dann gilt 7' = Y7, T;. Der Erwartungswert von 7 ist n/(n—i+1), da
die Wahrscheinlichkeit p;, daf§ der néchste Coupon nicht zu den bereits ¢ — 1 erhaltenen
Arten gehort, gerade (n — i+ 1)/n ist. Somit gilt

E[T] = S E[T; Zn:n_zﬂ — n-H, .

i=1 =1

Fiir die Varianz ergibt sich

Var[T] = Y Var[Tj] = > Pi o n2 — < %nQ < 2n?.
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Wie grof} ist die WS, dafl die ZV T stark von ihrem Erwartungswert abweicht? Aus der
Chebyshevschen Ungleichung ergibt sich fiir ¢ > 1

Eine bessere Abschitzung kann man wie folgt herleiten. Sei th das Ereignis, daf ein
Coupon vom Typ j nicht unter den ersten ¢ Coupons vorkommt. Es gilt

Pr[Y/] = (1-1/n)" < et
Fiir t = § nlnn ergibt sich

Pr[T >dnlnn] < Pr[ Y]] < n-Pr[Y{] < n-ednn/n — okl

J
kurz besprochen: Birthday-Paradoxon
Aufgabe 5.2 Tennisturnier A versus BCB oder C'BC

Definition 5.3 Ball-into-Bins-Problem

Theorem 5.2 Die WS, daff maximale Fillung eines Bins k = 3Inn/Inlnn dbersteigt,
ist beschrankt durch 1/n fir n grof§ genug.

Beweis: [ |

Wir wollen dies Ergebnis anwenden auf die Analyse von Bucket-Sort.

5.3 Programming Challenges (Einschub)

Aufgaben des NWERC2009, Niirnberg November 2009
sieche Wettbewerbsunterlagen

1. Einschitzung der Schwierigkeiten der einzelnen Aufgaben
2. Besprechung von Losungsansétzen fiir die Aufgaben nach Schwierigkeit geordnet

5.4 Suffix Trees und Arrays (Einschub)

Definition und Anwendungen dieser Datenstrukturen
Quelle: S. Aluru, Suffix Trees and Suffix Arrays, in Handbook of Data Structures and
Algorithms, Kap. 29, D. Mehta, S. Sahni (Ed.), CRC 2005
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5.5 Die probabilistische Methode
5.5.1 Ramsey-Probleme

Problem: farbe den Kiggp mit 2 Farben, so daf} es keinen monochromatischen Subgraphen
der Grole m gibt. Wie grofl kann m maximal sein?

Ramsey-Zahlen: Wie grofl muf3 ein Graph mindestens sein, sodafl jede k-Farbung ga-
rantiert ein monochromatisches Objekt aus einer gewissen vorgegebenen Menge enthélt?

Theorem 5.3 Der vollstindige Graph K, kann mit 2 Farben gefdrbt werden ohne einen
)

monochromatischen Subgraphen der Gréffe m , falls (Z) < o(%)-1,

5.5.2 MAXIMUM-CUT

Problem: gegeben einen ungerichteten Graph G = (V, E) finde eine Zerlegung V = V,UV,
mit einem moglichst grofien Schnitt zwischen den beiden Teilen. Dies Problem ist NP -
hart.

Theorem 5.4 Ein ungerichteter Graph mit m Kanten besitzt einen Schnitt der Grdfle
mindestens m/2 .

Die Wahrscheinlichkeit, dal ein zuféllig gewahlter Schnitt mindestens m/2 Kanten be-
sitzt, ist mindestens (1 +m/2)7"!.

5.5.3 Derandomisierung

Sei vy, 9, ... eine Aufzdhlung der Knoten von V in beliebiger Reihenholge. Betrachte
Elv(V1,V2) | z1,...,x;], die erwartete Grofie des Cuts, wenn der Knoten v; bereits der
Teilmengen x; zugeordnet ist fiir j € [1..7].

Lemma 5.1 Flir jede Folge xy,...,x; gibt es einen Wert x;.1, so daf

E[’Y(%,%) ’ xl?"wxi] < E[fy(‘/la%) ‘ xl""7xiaxi+1] :

Ziy1 ist so zu wahlen, daBl v;;; in der Menge landet, wo weniger Nachbarn sind. Dies
fithrt auf einen einfachen Greedy-Algorithmus fiir das Problem MAXIMUM-CUT.
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5.5.4 Modifikation einer zufilligen Auswahl

Theorem 5.5 Ein ungerichteter Graph mit n Knoten und m Kanten besitzt eine un-
abhingige Menge der Gréfie mindestens n®/4m .

Beweis: Sei d = 2m/n der durchschnittliche Grad eines Knotens. Folglender randomisier-
ter Algorithmus konstruiert eine unabhéngige Menge:

1. 16sche jeden Knoten aus G mit Wahrscheinlichkeit 1—1/d unabhéngig voneinander;

2. fiir jede verbleibende Kante 16sche die Kante und einen ihrer Endpunkte.

Die ZV X und Y messen die Zahl der Knoten, bzw. Kanten, die den ersten Schritt
iiberleben. Es gilt

n nd 1 n
Elx]| = = d EY] = — = = —.
wl=g wd BN =% =g
Da pro Kante maxiaml ein Knoten im 2. Schritt geléscht wird, verbleiben mindestens
2
n o on n n
EX-Y] = -—— = — = —
[ ) d 2d 2d 4m
viele Knoten. |

Fiir bestimmte Anwendungen ist es wichtig, dafl ein Netzwerk keine kleinen Kreise besitzt.
Wir definieren daher:

Definition 5.4 Der Girth eines ungerichteten Graphen G sei die minimale Linge eines
Kreises in G .

Baume haben Girth unendlich, wéhrend man bei dichten Graphen — Graphen mit vielen
Kanten — erwartet, dal auch kleine Kreise auftreten. Mit Hilfe eines probabilistischen
Arguments wollen wir nun zeigen, dafl man derartiges auch bei relativ dichten Graphen
vermeiden kann.

Theorem 5.6 Fiir jede Zahl k > 3 und n € IN gibt es einen Graphen mit n Knoten,
Girth mindestens k und inlﬂ/k Kanten.

n

Beweis: Wihle einen zufilligen Graph G € G, fir p = n'/*71 d.h. fiir jede der (2)

Kanten wird unabhéngig mit WS p entschieden, ob diese vorhanden ist. Sei X die Anzahl
der Kanten von G und Y die Anzahl der Kreise der Liange hochstens k — 1. Es gilt

EX] =p (Z) =

1 (1 o l) nl—i—l/k )
2 n
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Eine Folge von j Knoten bildet einen Kreis in G mit WS p/ . Es gibt (’;) @ ver-
schiedene Moglichkeiten fiir Kreise der Lange 7. Daher 148t sich die erwartete Anzahl an

Kreise der Lange kleiner als k& abschétzen durch

k—1 n (j . 1)‘ ) k—1 o k—1 )

E[Y] = Z()p] < Sondp = Y ik < kntbE
j=3 \J 2 Jj=3 j=3

Im 2. Schritt zerstoren wir nun alle diese kleinen Kreise, indem jeweils eine Kante entfernt

wird. Es verbleiben mindestens

(1 _ l) nitUEk _ o (k=1)/k > 1n1+1/k

E[X -Y] > -

N | —

Kanten. [ |

Mit Hilfe der Ungleichung von Tschebychev 1a8t sich leicht zeigen

Lemma 5.2 Fiir eine ZV X mit Werten in IN gilt

Var[X]
Beweis: Var[X]
PrlX =0] < Pr[|X — E(X)| > E[X]] < (E[X])? |

Fiir Bernoulli-ZV 148t sich diese WS auf nach unten abschéitzen.
Lemma 5.3 Sei X =", X, , wobei die X; bindre ZV sind. Dann gilt:

Beweis: Sei Y =1/X falls X >0 und Y =0 andernfalls. Dann gilt

Pr[X >0 = E[X-Y] = E[ZXY] = Y EX;-Y]
= D E[X:-Y | X =1]-PrX, = ]+ E[X; - Y | X, = 0] - Pr[X; = 0]
_ iE[Y|Xi:1]-Pr[Xi:1] = Y E[/X | X =1]- Pr[X; = 1]

Pr[X; = 1]
> DX X =1

i
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wobei wir im letzten Schritt Jensens Ungleichung auf die konvexe Funktion 1/x ange-
wandt haben.

Neben dem Girth héngen auch andere Grapheigenschaft sehr stark von der Dichte der
Graphen ab. Oftmals ist der Ubergang sehr abrupt in Form eines Phaseniibergangs. Es
gibt dann eine Kantenwahrscheinlichkeit 7 = 7(n), so da8 zuféllige Graphen aus G,
diese Eigenschaft besitzen mit Wahrscheinlichkeit fast 0, wenn p < 7(n), und mit Wahr-
scheinlichkeit fast 1, wenn p <> 7(n).

Theorem 5.7 Sei K4 die Eigenschaft, eine Clique der Grofie mindestens 4 zu besitzen.
Fiir 7(n) =n=2/3 gilt:

Falls p € o(1), dann besitzen die Graphen in G, , die Eigenschaft K4 mit Wahrschein-
lichkeit héchstens €, wobei € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann und die Behauptung
fir alle n ab einem gewissen ng(e€) gilt.

Fir p € w(r) hingegen erfillen die Graphen in G,, die Eigenschaft Ky mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 1 — €.

Beweis: Fiir jeweils eine Menge C; von 4 Knoten in G definieren wir eine bindre ZV X;,
die genau dann 1 ist, wenn diese Knoten einen K, aufspannen. Es gilt Pr[X; = 1] = p%,
da alle 6 Kanten zwischen diesen Knoten vorhanden sein miissen. Dann ist

Fiir p € o(n™?/?) konvergiert dieser Wert gegen 0. Fiir p € w(n™?/3) dagegen strebt
der Erwartungswert gegen unendlich, damit ist aber noch nicht garantiert, dafl fast alle
Graphen mindestens einen K, besitzen. Dazu bedarf es einer genaueren Abschéitzung.

() (1)

i=1 i=1
Wir miissen nun die méglichen Abhéngigkeiten zwischen X; und X; betrachten. Es gibt
(";4) Mengen Cj, die disjunkt zu C; sind. In diesem Fall sind X;, X; unabhéngig und
Pr[X;=1| X, =1] = Pr[X; = 1] = p®. Das gleiche gilt fiir die 4 (";4> Teilmengen C;

die mit C; genau 1 Knoten gemeinsam haben. Es verbleiben noch die (g) . (";4> Fille, wo

C; und C; genau 2 gemeinsame Knoten besitzen und damit eine gemeinsame Kante, sowie
die 4 (n—4) Félle mit 3 gemeinsamen Knoten und demzufolge 3 gemeinsamen Kanten. Im
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ersten Fall gilt Pr[X; =1] X; =1] = p°, im zweiten Fall Pr[X; =1| X; =1] = p*.
Somit gilt

—4 —4 —4 —4
EX|X;=1] = 1+<n4 >p6+4<n3 >p6+6<n2 >p5+4<n1 >p3.

Mit Hilfe des vorherigen Lemmas kénnen wir nun schlieflen

() "

14+ (n;4> P64 4 (ng4) 0+ 6 (n;i) o 44 (774) p?

Pr[X > 0] >

Y

2/3

was fiir p € w(n™?3), dh. p=n=2/3.w(1) gegen 1 konvergiert. |

5.6 Lovasz Local Lemma

Wir wollen nun die folgende Situation betrachten. Es gebe eine gewisse Menge von Ereig-
nissen A;, die wir vermeiden wollen. Jedes A; habe eine WS Pr[A;] < 1. Wie grof ist
dann die WS, daB keines der Ereignisse A; eintritt. Gesucht ist also Pr[0 A;]. Sind die

A; unabhéngig, so gilt B
PrNA) = TI(0—p(A)) > 0.

d.h. es gibt Situationen, in denen kein Ereignis A; eintritt. In der Regel sind die A;
jedoch nicht unabhéngig, so dafl diese Schluflfolgerung nicht mehr korrekt ist. Ein einfaches
Gegenbeispiel wire Ay = A; mit Pr[4;] = 1/2. Im folgenden soll nun gezeigt werden,
dal es dennoch moglich ist, alle A; zu vermeiden, wenn zwischen den Ereignissen nur
eine beschrankte Abhéngigkeit besteht.

Definition 5.5 FEs seien A= Ay,..., A, eine Folge von Ereignissen in einem W-Raum.
FEin Ereignis B heifft unabhingig von Ay, ..., A, , falls fir jede Teilmenge I C [1..n]
qgilt:
Pr(B| (4] = Pr[B].
jel
Der Abhiéngigkeitsgraph T'(LA) von A besteht aus den Knoten A, ..., A, und Kan-
ten zwischen allen Paaren A;, A;, die nicht unabhdingig voneinander sind.

Theorem 5.8 Es sei A= Ay,..., A, eine Folge von Ereignissen in einem W-Raum. Es
gebe eine Abbildung g : A — (0,1) mit der Eigenschaft

VACA PilA < g(4) I (-g(B).

Dann gilt
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Bevor wir den Beweis vorstellen, betrachten wir einen Spezialfall.

e Der Knotengrad im Abhéngigkeitsgraph T'(A) sei beschrankt durch eine Zahl d €
IN, d.h. jedes Ereignis ist abhéngig von maximal d anderen, und

o os gelte Pr[4;] < (e (d+1))7! fiir alle i, wobei e = 2,7... die Eulersche Zahl
bezeichnet.

Dann kénnen wir die Abbildung g = 1/(d 4+ 1) wéhlen, denn es gilt

d

1 1 1
g4 JI (0-9B) > —— (1—> > et > PrA] .

Dann impliziert das Theorem

PriNA] > [J1 - g(A) > (1—di1) > 0.

Halten wir also fest:

Korollar 5.1 Fiir eine Folge von Ereignissen A = Ay, ..., A, erfiille jedes A; die Be-
dingung Pr[A;] < (e (T(A)+1))~'. Dann gilt Pr[NA;] > 0.

Diese Abschéatzung konnen wir beispielsweise auf das Erfiillbarkeitsproblem fiir k-CNF-
Formeln anwenden. Besteht solch eine Formel aus weniger als 2¢ Klauseln, dann ist sie
trivialerweise erfiillbar.

Sei nun eine Formel F' = F(xy,...,x,) = KiA... K, in r Variablen gegeben, wobei jede
Klausel K; genau k verschiedenen Variable, positiv oder negiert, enthalte. Jede Variable
komme insgesamt in F' nicht mehr als ¢-mal vor. A; bezeichne das Ereignis, dafl bei
einer zufilligen Wahl der Belegung aller Variablen die Klausel K; nicht erfiillt wird. Es
gilt

Pr[A;] = Prlkeines der k Literale in K; ist wahr] = 27" .
Der Abhéngigkeitsgraph I'(A) verbindet zwei Ereignisse A;, A; genau dann, wenn die
Klauseln K;, K; gemeinsame Variable besitzen. Klauseln mit disjunkten Variablen sind
offensichtlich beziiglich Erfiillbarkeit unabhéngig. Jede der k& Variablen in K; kann nach
Voraussetzung in maximal ¢ — 1 weiteren Klauseln vorkommen, also ist der Grad von
I'(A) durch k (¢ — 1) beschriankt. Aus dem Local Lemma koénnen wir schliefen, da8 fiir
1 2k 1

27k < dh. ¢ < Z—+4+1—-=
I SR T

eine erfiillende Belegung existiert, da Pr[NA;] >0 .

Die Schranke fiir ¢ ist erstaunlich scharf, denn fiir ¢ = 2¥ — 1 ist die Schluffolgerung
nicht mehr zuléssig. Fiir £ = 10 erfiillt ¢ = 38 die Voraussetzung, d.h. solange keine Va-
riable mehr als 38-mal in einer beliebigen 10-CNF-Formel vorkommt, ist diese garantiert
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erfiillbar. Fiir den Basisfall £ = 3 verlangt die Abschéitzung allerdings nur die triviale
Schranke ¢ =1, fiir kK = 4 erhalten wir allerdings die Schranke ¢ = 2. Wir kénnen also
schlufolgern, daf} jede 4-CNF-Formel, in der jede Variable entweder nur positiv oder nur
negativ oder genau einmal positiv und einmal negativ vorkommt, erfiillbar ist.

Beweis des Local Lemmas:
Sei S C [1..n]. Per Induktion iiber s = |S| zeigen, wir daf fiir alle S gilt

Pr[A; | ﬂ Aj] < g(A) .

jes

Damit kann man dann schluifolgern

Pr[ﬂ Az] = PI'[AZ ‘ 141, ce ,Aifl]

-

.
Il
—

I
=

(1= PrlA; [ Ay, A] > T[0=g(4) > 0.

s
Il
—
.
Il
—

|

Bislang haben wir lediglich die Existenz eines Elementes in ) A; nachgewiesen. Wir wollen
jetzt der Frage nachgehen, ob man dies auch effizient konstruieren kann. Um diese Suche
algorithmisch durchfiithren zu konnen, miissen wir gewisse formale Voraussetzungen an
den W-Raum stellen.

Es sei Q eine endliche Menge von paarweise unabhéngigen ZV in einem W-Raum (2.
Wir betrachten Ereignisse A;, die jeweils durch eine Teilmenge ); von ) determiniert
werden. Mit anderen Worten, es gibt eine binédre Funktion f; definiert auf dem Produkt
der ZV in Q;, so dal A; = f~1(1). Gilt fiir eine Wertevektor ¢ dieser ZV fi(q) = 1,

dann sagen wir ¢ generiert A;.

Algorithmus SEQUENTIAL-LLL (Q, A)

Algorithmus PARALLEL-LLL (Q, A)

Algorithmus Derandomized-LLL (Q, A)

5.7 Erweiterungen

azyklische Kantenfirbung, Graph-Féarbung
MAX- k-SAT
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5.8 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Zunéchst wollen wir kurz die notwendige Notation fiir eine probabilistische Analyse ein-
fithren und wichtige wahrscheinlichkeitstheoretische Abschétzungen auflisten.

Definition 5.6 Ist A ein Ereignis eines Wahrscheinlichkeitsraumes U , so bezeichne
Pr[A] die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von A. Fir eine Zufallsvariable T
mit Werten in IN wverwenden wir fir ihren Erwartungswert und thre Varianz die
Notation

E[T] = ZN Pr[T =m]-m ,
Var[T] = E[(T —E[T])% .

Durch unabhéngige Wiederholungen eines probabilistischen Experimentes kann die Ge-
nauigkeit und Korrektheit verbessert werden. Dies elementare Vorgehen modellieren wir
durch eine Folge Yj,...,Y, unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. Von be-
sonderem Interesse sind bindre Experimente, d.h. als Ergebnis treten nur die Werte 0
und 1 auf. Essei p € [0,1] die Wahrscheinlichkeit des Wertes 1, und damit

PriY;=1 = p und Pr[y;=0] = 1—pu fiir alle 7.
Dann gilt fiir den Erwartungswert E[Y; ] = g und
k k
E[z n] ~ SRV = kep
i=1 i=1

Im Fall p < 1/2 sollte der Wert 0 als Ergebnis hdufiger auftreten als die 1. Wie grof§
ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ dies nicht eintrifft?

Lemma 5.4 Yi,...,Y, seien unabhdngige, identisch verteilte, bindre Zufallsvariable mit
Erwartungswert < 1/2. Dann gilt:

k
€ 1= Pr[il@ > ];:] < (2\//1(1—/0)2 )

Beweis: Durch elementare Umformungen kénnen wir unter Verwendung von p/(1—pu) <1
schlieSen:

o |

SN e

k
€, = Pr[ZYi >
i=1 I=T1k/2]

/2 (1 — gy Th/2] Ek: (?) (“)l_ {J < (1= p))he 2

) 1= [k/2]
= (2 M(l—ﬂ)> .
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Man beachte, dal die Wahrscheinlichkeit e, mit k& exponentiell schnell gegen 0 konver-
giert. Wir hétten ¢, auch mit Hilfe der Chebyshevschen Ungleichung abschéitzen kénnen;
dies liefert allerdings nur eine Konvergenz gegen 0 linear in k. Das folgende Resultat von
Chernoff liefert eine allgemeine Schranke fiir Abweichungen vom Erwartungswert.

Lemma 5.5 Chernoff-Schranke Y7, ...,Y, seien unabhingige, identisch verteilte bindre
Zufallsvariable mit Erwartungswert p. Dann lafit sich die Wahrscheinlichkeit einer Ab-
weichung vom Erwartungswert p -k um mindestens einen Faktor o beschrdnken durch

k log e
PI[ZY}- < (1—04),uk:] < exp (— 5 oz2,uk> fir0<a<l,
i=1

PrLz;Y; > (1+oz),uk] < ( ! ( ¢ )a>ﬂk

= exp (—O(a loga - pk)) fir0<a,

k 1
Pr[EYQZ(l—l—a),uk] < exp(— O§€a2uk> fir0 <a<1.
i=1

Auch diese Schranken konvergieren exponentiell schnell in k£ gegen 0. Bei der zweiten
Ungleichung gilt das gleiche beziiglich des Faktors «. Sei Y := Y% | Y;. Fassen wir die
erste und letzte Abschidtzung zusammen, so ergibt sich fir « € [0, 1] die Schranke

Pr[[y —E[Y]| > a E[Y]] < 2 exp <— 10§ “a?u k;) .

5.9 Las-Vegas-Algorithmen

Wir wollen den Leser zunéchst anhand einer Beispiele mit verschiedenen probabilisti-
schen Losungsstrategien vertraut machen. Die randomisierte Version von Quicksort wie
oben ausgefiihrt ist ein typisches Beispiel. Seine Laufzeit ist gewissen Schwankungen un-
terworfen, wobei diese im Mittel jedoch recht klein sind. Die Laufzeitunterschiede be-
ruhen auf internen Zufallsentscheidungen, durch die aus verschiedenen Moglichkeiten,
das Problem zu l6sen, ausgewéhlt wird. Ein derartiges Vorgehen nennt man einen Las-
Vegas-Algorithmus. Um die Zeitkomplexitét solch eines Algorithmus M zu definieren,
betrachten wir fiir eine Eingabe X seine erwartete Laufzeit beziiglich aller moglichen
Zufallsentscheidungen:

timeS;(X) = Eltimeyn(X)],
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wobei timep (X) nun eine Zufallsvariable ist. Die Zeitkomplexitat von M ist dann ge-
geben durch die Funktion

erw

TimeS (n) = max timeS) (X)) .

Bei einem Las-Vegas-Algorithmus wird gefordert, daf§ er unabhéngig von den internen
Zufallsentscheidungen immer ein korrektes Ergebnis liefert. Um jedoch zu verhindern,
da3 bei ungliicklichen Zufallsentscheidungen sehr viel mehr Zeit aufgewandt wird als
der Erwartungswert — was auf Grund der obigen Ungleichungen nur selten vorkommt
— kann man das Modell dahingehend erweitern, dafl eine Berechnung ohne ein Ergebnis
enden darf. Allerdings wird die Existenz einer festen positiven Zahl ~ verlangt, so dafl
fiir jede Eingabe X die Wahrscheinlichkeit, dafi der Algorithmus auf X eine Losung
ausgibt, mindestens ~ betrdgt. Wahlt man fiir Eingaben der Lange n etwa als Stopzeit
2-Time$}" (n), so kann man fiir v den Wert 1/2 wéhlen. Durch hinreichend viele Wieder-
holungen kann so die Wahrscheinlichkeit, dal keine Losung gefunden wird, beliebig klein
gemacht werden, denn bei k& unabhéngigen Versuchen betriagt die Erfolgswahrscheinlich-
keit mindestens 1— (1 —+)*. Man beachte, dafi dadurch die MiBerfolgswahrscheinlichkeit
(1 —v)* exponentiell schnell in k& gegen 0 konvergiert, wihrend die Abschitzung iiber
den Erwartungswert nur eine lineare Konvergenz liefert

Prftimen(X) = k- Time5y (| X])]

x|

In vielen Féllen kann man die Effizienz von Losungsstrategien durch Randomisierung
noch weiter steigern, wenn man bereit ist, eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkeit in Kauf
zu nehmen. Diese Verallgemeinerung von Las-Vegas-Algorithmen nennt man Monte-
Carlo-Algorithmen.!

5.10 Monte-Carlo-Test fiir Primzahlen

Beim nichtdeterministischen Raten, beispielsweise einer Faktorisierung a - b = p einer
Nichtprimzahl p, kann, je nach Wahl von p, die Erfolgswahrscheinlichkeit sehr klein
sein. Man betrachte etwa den Fall, daf§ p das Produkt zweier grofler Primzahlen ist. Bei
einer zufilligen Wahl von a und b sind daher die Aussichten, die Faktoren zu finden,
duBerst gering. Bei einem Monte-Carlo-Verfahren wird verlangt, dafi die Chancen erheblich
glinstiger sind.

Definition 5.7 Es sei A eine Teilmenge einer festen Menge U . FEin Zeugensystem
fir A ist eine Menge Z und ein Pradikat 7 : U xZ — { true, false }. Gilt w(x,z),

!'Durch diese Namensgebung sei jedoch keine Aussage iiber die entsprechenden Zentren des Gliicks-
spiels verbunden.
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so nennt man z einen Zeugen fir x. Fir ¢ > 0 heifft ein Zeugensystem (Z,m) fir A

e-fehlerbeschrankt, falls

Vee A  Pr|ein zufillig gewdhltes z € Z ist ein Zeuge fiir x]
Voed A Pr| ein zufillig gewdhltes z € Z ist ein Zeuge fir x|

Z 1—e )

< €.

Gilt fir Elemente © ¢ A die schirfere Bedingung, daf sie tberhaupt keinen Zeugen
besitzen, mit anderen Worten

VeelU VzeZ m(x,z) = true = z€A.

so nennen wir das Zeugensystem widerspruchsfrei.

Fiir ein nichtwiderspruchsfreies Zeugensystem machen offensichtlich nur Werte e < 1/2
Sinn, denn durch das Werfen einer fairen Miinze kann man die Frage “xz € A” tri-
vialerweise mit Fehlerwahrscheinlichkeit 1/2 entscheiden. Bei einem widerspruchsfreien
Zeugensystem ist dagegen jeder Wert ¢ < 1 von Interesse, denn man kann das folgende
Experiment durchfiihren.

auf Eingabe z wédhle zufdllig ein z€ Z
berechne 7w(z,2)
if 7w(x,z) = true then stop und akzeptiere =z

Fir £ € IN sei ein probabilistischer Test der Liange k basierend auf (Z,7) eine
Hintereinanderreihung von % solchen Experimenten. Falls z in keinem der Experimente
akzeptiert wird, so wird = verworfen.

Die folgende Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Ausgénge eines
Experimentes und die resultierende Fehlerwahrscheinlichkeiten, wenn der Test auf einem
widerspruchsfreien Zeugensystem mit Fehlerschranke e basiert.

Wahrscheinlichkeit Fehlerwahrscheinlichkeit
H akzeptiert ‘ akzeptiert nicht H 1 Experiment ‘ Test der Lénge k
recA >1—c¢ <e <e < ek
r¢ A 0 1 0 0

Tabelle 1: Wahrscheinlichkeitsverteilung bei einem widerspruchsfreien Zeugensystem

Wir halten fest, dafl bei einem Test, der auf einem widerspruchsfreien Zeugensystem
beruht, nur sogenannte einseitige Fehler auftreten; nur fiir x € A liefert der Test
eventuell eine falsche Antwort.

Ist das Zeugensystem nicht widerspruchsfrei, so hat ein Test der Linge k die folgende
Gestalt
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auf Eingabe x wdhle zuf&dllig und unabhingig k Zeugen z € Z
berechne w(z,z) fir alle =z
if fiir mindestens die Hilfte aller z m(z,2) = true

then akzeptiere x

In diesem Fall 148t sich die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir ¢ < 1/2 folgendermafien ab-
schitzen. Der Erwartungswerte fiir die Anzahl Zeugen bei k& Versuchen ist mindestens
(1—¢€)-k fir x € A und hochstens e-k fir x ¢ A. Eine falsche Entscheidung nach dem
Mehrheitsprinzip, d.h. dem Schwellwert k/2, setzt also eine Abweichung um einen Faktor
1/2—e vom Erwartungswert voraus. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist gem&fi der Chernoff-
Schranke maximal 2- exp (—(3—€)?-(1—€)/4-k) bzw. 2- exp (—(3—€)*-¢/4-k) . Definieren
wir ((€) := (1 —¢€)?-¢/4 als den kleineren der beiden Faktoren vor dem Parameter k, so

2
kénnen wir die folgende Tabelle aufstellen:

Wahrscheinlichkeit Fehlerwahrscheinlichkeit
H akzeptlert akzeptiert nicht H 1 Experiment ‘ Test der Léange k
reA >1- <e < 2exp(—((e) - k)
r¢ A <e >1—e <e < 2exp(—((e) - k)

Tabelle 2: Wahrscheinlichkeitsverteilung bei nichtwiderspruchsfreiem Zeugensystemen

Man sieht also, dal durch geniigend viele Wiederholungen eines Experimentes die Fehler-
wahrscheinlichkeit beliebig klein gemacht werden kann, wobei diese exponentiell schnell
gegen 0 konvergiert.

Definition 5.8 FEuxistiert fiir einen randomisierten Algorithmus ein € < 1/2, so daf fir
jede Eingabe X eine Fehlerwahrscheinlichkeit von maximal € garantiert werden kann, so
nennen wir diesen einen Monte-Carlo-Algorithmus.

Wir wollen nun einen Monte-Carlo-Test fiir die Menge der Primzahlen bzw. fiir ihr Kom-
plement vorstellen. Nach dem kleinen Fermat’schen Satz gilt fiir eine Primzahl p:

a?'=1modp Vac[l,p—1].

Leider ist diese Eigenschaft nicht hinreichend, um die Primzahlen von den Nichtprimzah-
len zu unterscheiden. Es gibt ndmlich zusammengesetzte Zahlen, sogenannte Carmichael-
Zahlen, die diese Kongruenzen ebenfalls erfiillen. Die kleinste Zahl dieser Art ist 561 =
3-11-17. Der Miller-Rabin-Primzahltest benutzt eine weitere Eigenschaft und erhélt
so die folgenden Pradikate als Zeugensysteme. Sei p — 1 = 2% - v mit v ungerade, wobei
wir p > 2 voraussetzen.

m(p,a) = {apfly—élmodp v d0<i<u: 1<ggT(a21'”—1,p)<p},
mo(p,a) = [a”;’fl mod p AN VO0<i<u: a2i'”;¢_—1 modp}.
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Beide Préadikate ergeben widerspruchsfreie Zeugensysteme fiir die Menge der Nichtprim-
zahlen. Fiir m; folgt dies unmittelbar aus dem Fermatschen Satz und der Beobachtung,
daB, falls die 2. Bedingung in der V-Verkniipfung zutrifft, der ggT einen nichttrivialen
Teiler von p liefert.

Lemma 5.6 Sei p >4 ungerade. Es gilt dann fir alle p € N und alle a € [1,p—1]:

1.) m1(p,a) = true = p st eine zusammengesetzte Zahl

2,)  m(pa) = m(p,a).

Ist p eine zusammengesetzte Zahl, dann gilt fiir hochstens 1/4 aller Zahlen a € [1,p—1]
mi(p,a) = false , d.h. a ist kein Zeuge dafiir, daff p eine Nichtprimzahl ist.

Die Aquivalenz von m; und 7, nachzuweisen, erfordert einigen zahlentheoretischen Auf-
wand. Entscheidend ist nun die Zuverlissigkeitseigenschaft dieser Zeugensysteme, eine
zahlentheoretische Eigenschaft, deren Beweis wir hier ebenfalls nicht ausfithren wollen.
Daher garantieren beide Zeugensysteme eine Fehlerschranke e¢ = 1/4. Benutzt man
das Zeugensystem m, und berechnet die Potenzen a?>*¥ mod p in Folge, so geniigen
O(log® p) Schritte zur Berechnung von 7(p,a) (siehe die Laufzeitanalyse des nichtde-
terministischen Primzahltests).

Theorem 5.9 Die Sprache PRIMES kann durch einen Monte-Carlo-Algorithmus in Zeit
O(k-n®) mit Fehlerwahrscheinlichkeit hichstens 272% erkannt werden. Fehler treten dabei
nur bei Nichtprimzahlen auf.

5.11 Verifikation algebraischer Identitéiten

Als néchstes betrachten wir die Matrix-Multiplikation als Entscheidungs- oder Verifikations-
problem. Gegeben seien drei (nxn)—Matrizen A, B, C' iiber einem Ring R (beispielsweise
Z oder IR). Aufgabe ist es zu iiberpriifen, ob A- B = C'.

Lemma 5.7 Die Menge Z ={0,1}" und das Prddikat
w(A,B,C;2) = [A-(B-2)#C 2]

mit z € Z bilden ein widerspruchsfreies (1/2) —fehlerbeschrinktes Zeugensystem fir die
Entscheidung, ob A-B = C".

Beweis: Unterscheidet sich C' von dem Produkt von A und B, soist D := A-B—C' nicht
die Nullmatrix. D besitzt also mindestens eine Zeile D;, die nicht nur Nullen enthélt.
Sei d;; # 0 ein solch Eintrag in D;. Ein Zeuge z € Z ist fehlerhaft, wenn D -z der
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Nullvektor ist, d.h. insbesondere 0 = D;-z = 37;d;; - 2; . Es bezeichne 2Vl den zu =
an der j-ten Position komplementdren Vektor, d.h. z; wird durch 1 — z; ersetzt. Dann
gilt offensichtlich

D; - S — D, z+ (1 — QZj)di’j = idz‘,j #0.

Zu jedem falschen Zeugen erhalten wir also durch Komplementierung des j -ten Bits einen
korrekten Zeugen. Daher sind mindestens die Hélfte aller Zeugen korrekt. |

Mifit man den Zeitaufwand in der Anzahl der Ring-Operationen, so wéchst dieser fiir
das Pradikat m quadratisch in n, wihrend das offensichtliche deterministische Verfah-
ren, das Produkt von A und B zu berechnen und dann mit C' zu vergleichen, Aufwand
O(n?®) bzw. O(n") besitzt (7 < 2,37 bezeichnet hier den Matrix-Multiplikations-
Exponenten. Die Beschleunigung um den Exponenten 7 — 2 ~ 0,4 ist nicht {iberwélti-
gend. Betrachtet man jedoch das noch simplere Problem, die Gleichheit zweier (n x n)-—
Matrizen A, A’ zu verifizieren, so mufl ein deterministischer Algorithmus alle n? Ein-
trage vergleichen. Wahlt man dagegen zufillig eine kleine Teilmenge von Eintrédgen und
beschréinkt den Gleichheitstest auf diese, etwa nur o(n?) viele, so ist die Fehlerwahr-
scheinlichkeit sehr hoch, wenn beide Matrizen fast identisch sind.

Der Monte-Carlo-Test hingegen, der die Werte A-z und A’-z fiir zuféllig gewéahltes z € Z
auf Gleichheit untersucht, bendtigt nur n Vergleiche, bzw. k- n bei & Wiederholungen
und garantiert eine Fehlerschranke von maximal 2. Sind die beiden Matrizen réum-
lich weit voneinander getrennt und ist der Datenaustausch aufwendig und nicht immer
fehlerfrei — etwa auf entfernten Rechnern im Internet oder in einer Raumsonde und ihrer
Bodenstation verbunden iiber eine storungsanfillige Funkverbindung — so wird durch das
probabilistische Verfahren der Kommunikationsaufwand drastisch reduziert, ohne dafl die
leicht erhohte Fehlerwahrscheinlichkeit ins Gewicht fallt.

Mit einer dhnlichen Idee 148t sich feststellen, ob zwei vorgegebene Polynome p(x1,. .., x,)
und ¢(z1,...,x,) im Polynomring R|xy,...,z,| verschieden sind. Liegen beide Polynome
explizit durch ihre Koeffizienten a;, ;. vor, d.h.

p(z1, ... x,) = Z Qiy i L

(i1,0.myin)[inN™

mit a;, . ,;, € R, wobei nur endlich viele dieser Koeffizienten nicht 0 sind, so geniigt ein
einfacher Koeffizientenvergleich. Denn zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in
allen Koeffizienten iibereinstimmen. Kennt man die Koeffizienten nicht, wird die Aufgabe
deutlich schwieriger. Wir nehmen dann, dafl ein Polynom p durch eine Blackbox B, ge-
geben ist, die auf einen Eingabevektor (z1,...,x,) den Wert p(z,...,x,) zuriickliefert.
Man kann somit das Polynom nur punktweise testen.

Die Problemstellung 148t sich zunéchst auf die Frage reduzieren, ob das Polynom

r(z1,. . xn) = pler, ... xn) —q(x1,. .., 2y)
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gleich dem Nullpolynom ist, d.h. fiir alle Eingaben den Wert 0 zuriickliefert. Wahrend
ein Polynom 7(z1) # 0 in einer Variablen nur endlich viele Nullstellen besitzt, gilt dies
fiir Polynome in mehreren Variablen im allgemeinen nicht mehr — betrachte etwa das
Polynom 7(z1,xs) = 21 —2z5 . Der Grad eines Polynoms in einer Variablen ist definiert als
die héchste Potenz, in der diese Variable vorkommt. Fiir Polynome in mehreren Variablen
verallgemeinern wir diesen Begriff folgendermaBen. Der Grad, Notation grad(r), des
Polynoms r = r(xy,...,x,) . sei das Maximum von i;+. . .+1, iiber alle Exponentenfolgen
mit Koeffizienten a;, . ;, #0.

.....

Lemma 5.8 Fiir jedes Polynom r # 0 und eine beliebige Teilmenge I C R enthdlt die
Menge I™ héchstens |I|"~1 - grad(r) wiele Nullstellen von 7.

Beweis: Wir fithren Induktion iiber die Anzahl n der Variablen. Der Induktionsanfang ist
gerade der elementare Satz der Algebra, dafl ein Polynom in einer Variablen vom Grad g
maximal ¢ viele Nullstellen besitzt.

Die Behauptung gelte fiir alle Polynome mit weniger als n Variablen. Ein Polynom
r(z1,...,2,) in n Variablen kann man auffassen als ein Polynom vom Grad g < grad(r)
in der Variablen z;, dessen Koeffizienten selber Polynome in den {ibrigen Variablen
Zo,...,x, sind, d.h.

g
P, my) = Y v, .., 1) - T
i=0
mit v;(za,...,x,) € Rl[zy,...,x,]. Betrachte den hochsten Koeffizienten in dieser Dar-
stellung, das Polynom vy(xs,...,z,), dessen Grad durch § := grad(r) — g beschrénkt
ist. Nach Induktionsannahme gibt es hochstens g - |I|"~? Vektoren (zs,...,x,) in I"7!,
so dal v,(xs,...,z,) zu 0 wird.

Setzt man einen der anderen Vektoren aus I"~! in ¢ ein, so erhalten wir ein gewdhnliches
Polynom p(z;) in der einzigen Variablen z; vom Grad ¢, da der hochste Koeffizient
durch das Einsetzen nicht zu 0 wird. p(x;) #Z 0 besitzt in der Menge I maximal g
Nullstellen.

Eine Nullstelle (z1,...,2,) von r muf in eine dieser beiden Klassen fallen. Entweder ist
(xg,...,x,) eine Nullstelle von v,(xs,...,2,), dann kann z; beliebig gew&hlt werden,
oder (zg,...,x,) ist keine Nullstelle, dann mul x; eine Nullstelle von p sein. Also ist
die Anzahl der Nullstellen beschréinkt durch

(1] -g- 1" +g- 1" = grad(r) - [1]" 5

Somit bilden Z = I" und n(r,z) := [r(z) # 0] ein widerspruchsfreies Zeugensystem
mit Fehlerschranke grad(r)/|I| fiir die Frage, ob r = 0. Ein Monte-Carlo-Test kann
diese Frage daher mit beliebig kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit beantworten. Bei einem
reellen Polynom 7 etwa konnen wir die Variablen zufillig mit ganzen Zahlen aus dem
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Intervall [—grad(r), grad(r)] belegen und dann das Polynom an k solcher Stellen aus-
werten. Betrachten wir dazu als Beispiel das Polynom p, welches die Determinante der
Vandermondeschen Matrix

1 oot Ayt
1 Il L xn—l 1<i<j<n

darstellt. Wir wollen nachweisen, dafl p die angebene Produktform besitzt. Man sieht
leicht, dafl sowohl p als auch das Polynom [];;(z; — x;) den Grad (Z) besitzen.

Wiéhrend die Determinante einer Matrix mit Eintrégen aus einem Koérper in gleicher Zeit
wie das Matrizenprodukt berechnet werden kann, konnen bei Matrizen mit Variablen
als Eintrdge bei dem symbolischen Ausrechnen der Determinante bis zu n! viele Terme
entstehen. Durch einen k-fachen Monte-Carlo-Test, der in jeder Iteration die Variablen x;
zufillig durch natiirliche Zahlen aus dem Intervall [0..n?] ersetzt, erhilt man einen Beweis
fiir die behauptete Gleichheit, dessen Fehlerwahrscheinlichkeit durch 27 beschrinkt ist.
Der Gesamtaufwand betrigt O(k-n7).

Als eine weitere interessante Anwendung dieser Technik wollen wir die Losung eines
nichtalgebraischen Problems skizzieren. Betrachten wir die Frage, ob ein gegebener un-
gerichteter Graph G = (V, E) ein perfektes Matching besitzt. Dies Problem ld8t sich
durch Flulalgorithmen in polynomialer Zeit 16sen. Mit einigem algorithmischen und ana-
lytischen Aufwand kann man dafiir eine Laufzeitschranke O(\/m -|E|) nachweisen. Kon-
zeptionell sehr einfach und fiir dichte Graphen (d.h. |E| > ©(n?)) #hnlich effizient ist
das folgende probabilistische Verfahren, das auf kombinatorischen Ergebnissen von Tutte
und Lovasz beruht. Aus der symmetrischen Adjazenzmatrix Ag von G konstruiert man
die sogenannte Tutte-Matrix B¢, indem man fiir 1 < i < j < n die beiden Eintrédge
a;; =a;; =1 in Ag, die eine Kante e = {v;,v;} € E représentieren, durch eine Variable
z. fir a;,; und —x, fiir a;; ersetzt. Die Determinante dieser Matrix ist somit ein Poly-
nom p in den Variablen xy,...,z g . Der Rang dieser Matrix, rang(Bg), korrespondiert
eng mit der Matching-Eigenschaft von G.

Lemma 5.9 Die Grifle eines maximalen Matchings in G ist gleich % -rang(Bg) . Insbe-
sondere besitzt G ein perfektes Matching, falls B mazimalen Rang besitzt, mit anderen
Worten DET(Bg) = p(x1,...,25) Z 0.

Man erhélt so einen sehr einfachen probabilistischen Algorithmus, um das Vorhandensein
eines perfekten Matchings zu entscheiden. Auf Grund der Selbstreduzierbarkeit dieses
Graphproblems kann man im Fall einer positiven Antwort mit geringem zusétzlichen
Aufwand auch ein solches finden.



